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ESIPUHE

Tekniikan alan matematiikan oppimateriaalisarjallamme on takanaan jo pitka
historia. Allekirjoittaneista Timo Ojala alkoi 1990-luvun loppupuolella perhe-
voimin kirjoittaa insindorikoulutukseen sopivaa monistesarjaa leikillisella tyo-
nimella "Ojalain laskuopit”. Sarjan nimi juonsi juurensa edellisen sukupolven
yleisesti kayttamaan sanontaan "Ojalan laskuopin mukaan”, jolla vanhimmat
silloisista torikauppiaista halusivat edelleenkin vakuuttaa suorittamiensa paas-
salaskujen paikkansapitavyyden.

Allekirjoittaneet tekijat ovat jo vuosien ajan laajentaneet, tdydentaneet ja muo-
kanneet oppimateriaalisarjaa ottaen huomioon seké laskennan apuvalineiden
jatkuvasti voimistuvan kehittymisen etta ne TKT Timo Rannan kokemukset,
jotka han on saanut kayttdaessaan monisteita aiemmin opitun matematiikan
kertaamiseen omassa insindorista diplomi-insinddriksi -opetuksessaan Tam-
pereen teknillisen yliopiston Porin laitoksella.

Oppimateriaaleistamme on jo ilmestynyt tai tulee suunnitelmiemme mukaan
vuoden 2016 aikana paivitettyna ilmestymaan Satakunnan ammattikorkeakou-
lun Oppimateriaalit-sarjassa seuraavat ilmaiset PDF-muotoiset oppimateriaalit

Matematiikan perustietojen kertaus, 71 sivua

Algebra, kaksi osaa, yhteensa 194 sivua

Geometria, kaksi osaa, yhteensa 145 sivua

Differentiaali- ja integraalilaskenta, kaksi osaa, yhteensa n. 160 sivua
Differentiaaliyhtalot, n. 70 sivua.

Kaikki halukkaat opettajat saavat kopioida edell&d mainituista oppimateri-
aaleista sekd omaan opetuskayttoonsa etta oppilailleen jaettavaksi mitka
tahansa sivut tai vaihtoehtoisesti kertoa opiskelijoilleen, mista he voivat
iIImaiseksi kopioida tai ladata kayttéonsa tarpeelliset sivut.

Materiaalin voi tulostaa kaksipuolisiksi kopioiksi A4-arkeille siten, etta keskelta
niiteilla nidottuna opiskelijalla on kateva A5-kokoinen vihkonen. Epakéaytannol-
lisen vahvan vihkosen valttamiseksi algebrankin kurssimateriaali on jo valmiik-
Si jaettu kahteen tulostettavaan osaan, joista ensimmainen kasittaa teoksen
sivut 1-101 ja toinen osa loput sivut. Materiaalin voi tietenkin tulostaa halua-
massaan koossa my06s kansioissa séilytettaville arkeille.

Koko monistesarjassa on pyritty voimakkaasti vahentamaan kasin suori-
tettavaa mekaanista laskuty6ta. Tallaiset rutiinithan voi siirtaa tietoko-
neilla ja laskimilla suoritettaviksi ja mielestdmme ndin pitéisi menetella
insindoriopinnoissakin jo tydeldmaan tai jatko-opintoihin valmistaudut-
taessa. Mekaanisen kasinlaskennan sijasta matematiikassa on ennen
kaikkea pyrittava oleellisimpien asioiden ymmartamiseen seka tarvitta-
vien toimenpiteiden ja saatujen tulosten ymmarrettavaan esittamiseen.

Matematiikan perustietojen kertausopasta lukuun ottamatta kaikkien
muiden oppimateriaaliemme esimerkeissa on kaytetty apuna symbolista
laskinta TI-Nspire CX CAS. Annetuista ohjeista saa vinkkeja muidenkin sym-
bolisten laskinten tai matematiikkaohjelmien hyddyntamismahdollisuuksista.
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Tehokas laskennan apuvéline kuuluu mielestdmme insindoriopiskelijan
perusvarustukseen ja sen monipuolista hyddyntamista kannattaa opis-
kella alusta alkaen. Mielestdmme on ehdottoman tarkeaa harjoitella sopi-
van apuvélineen kayttoa kaikissa sellaisissakin rutiinitehtavissa, jotka
pitaisi paassa laskienkin pystya ratkaisemaan. N&ain oppii parhaiten tun-
temaan oman apuvélineensa kayttaytymisen eri tilanteissa.

Valtaosan alla mainitusta 44-vuotisesta opettajaurastaan Timo Ojala on
pitdnyt matematiikan kokeet kaksiosaisina: Kasinlaskuosuudessa on
kontrolloitu henkilokohtaista laskutaitoa ilman apuvalineita samanaikai-
sesti, kun tentin apuvalineosuutta varten on ainamyds jo oppitunneilla
pyritty selvittamaan kaikkien laskutoimitusten edullisin suoritustapa
ryhman kanssa yhdesséa kayttéon valitulla, useimmiten yhdenmerkkisella
apuvalineelld, joka on viime vuosina ollut edella mainittu Tl-laskin. Kurs-
sien paatyttya opiskelijat ovatkin todenneet, etta yhteisesti kaytté6n otet-
tu symbolinen laskin on ollut erinomainen apuvaline opiskelussajauu-
den oppimisessa auttaessaan "nakemaan metsan puilta”.

Oppikirjasarjamme monissa harjoitustehtavissa on ensin yksi tai useampi v-
osio, joiden vastaukset ovat monisteen lopussa. Naiden tehtavien avulla opis-
kelija voi kotitehtavia tehdessaéan kontrolloida omaa osaamistaan. Varsinaiset
kotitehtavat on tarkoitus antaa tehtavien a-, b-,... osioista, joiden vastauksia ei
ole annettu. Kaikki kasin laskettaviksi maaritellyt mekaaniset tehtavat voi
ja ehdottomasti kannattaakin aina tarkistaa laskimella. Vastausten puuttu-
minen varsinaisista kotitehtavista on tarkoituksellista: Oman ratkaisun Kriittinen
arviointi on ehka tarkein osa koko tehtavan suoritusta ja sita pitaisi opetella
my06s harjoitustehtavien yhteydessa. Kaytdnnon eldamassakaan ei oman ratkai-
sun oikeellisuutta voi tarkistaa mistaan vastauskirjasta. Tunnilla suoritettujen
kotitehtavien tarkistamisen jalkeen opiskelija voi kotona viela uudelleen yrittaa
laskea v-osioita. My06s tuntiesimerkkien ja tarkistettujen kotitehtavien uudelleen
laskemisella opiskelija voi harjoitella kokeisiin ja testata omaa osaamistaan.

On selvaa, ettd matematiikkaa voi oppia soveltamaan vain suorittamalla run-
saasti erilaisia tehtavia seka kasin laskien etta apuvalineitd hyddyntaen saman-
aikaista teorian opiskelua kuitenkaan unohtamatta.

Oppimateriaalisarjan jatkokehittdmista varten otamme kiitollisina vastaan
iImoitukset painovirheista ja parannusideat pienista yksityiskohdista aina
laajempiin kokonaisuuksiin asti. Samalla lausumme kiitokset myos ”Oja-

lain laskuoppien” aiemmille kehittgjille FM Marjo Ojalalle ja paamatemaa-

tikko, SHV Lauri Ojalalle.

Porissa 28.8.2016

Timo Ojala Leena Ojala Timo Ranta

Matematiikan emeritus yliopettaja Matematiikan yo Matematiikan yliopisto-opettaja
PTOL/SAMK 1977-2016 Abo Akademi TTY

TY 1971-1977, TTKK 1987-1996 timo.ranta@tut.fi

timo.ojala@live.fi
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1. LIKIARVOISTA
1.1 Yleista

Teoreettiset tulokset esitetaan yleensatarkkoja kertoimia kayttaen.
Esimerkiksi s-sivuisen nelion lavistgja kannattaa esittaa ja muistaa muodossa
d =s+/2 seka r-sateisen ympyran piiri p=2zr ja pallonala A=4zr? .
Tallaiset tarkat esitykset ovat ehdottoman tarkkoja seka helpommin ymmar-
rettavissa ja muistettavissa kuin vastaavat likimaaraiset kaavat d ~1.414s,
p~6.283r ja A~12.566r°.

Esimerkki. Kolmion pinta-ala on
A:%-k : h:%-kanta-korkeus
ja kartion tilavuus
\Y :%-A- h :%-pohjan ala - korkeus .
Mydhemmin integroimalla nahdaan, etta "karkeen paattyvan 2-ulotteisen alu-
een” pinta-alan kaavaan liittyy kerroin 1 ja "kérkeen paattyvan 3-ulotteisen

2 il
kappaleen” tilavuuden kaavaan liittyy kerroin 1 / "?mpyrént‘ N
3 ,* sektorin osia: N
Niinp& "karkeen paattyvana alueena” ympyran ala on ;' Karki \
A:%~k-h:%~27rr-r=7zr2 \ ;
ja "karkeen paattyvana kappaleena” pallon tilavuus on '\ , L/
4 ~

_ l . i . = l . 2. == 3
V = 3 pohjan ala - korkeus 3 Arre-r 3 re. T

Keksitkd, mika on ympyran karki ja kanta seké pallon karki ja pohja?

Huomautus. Havainnollisuussyista kaytannon tehtavien vastaukset esi-
tetdan jatkossa (mahdollisen tarkan arvon lisaksi) myds likiarvoina.

Esimerkki. Maarita pallon sade, jos pallon tilavuus on kuutiometri.

V=24, ‘ .3 |ue kerrottu yhtalo oikealta vasemmalle

3 Az’
o3V
4r
3
= s/jV—ﬂ = ,/3}7;“ = s/% m ~ 0.62035049 m ~0.62 m
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1.2 Luvun pydristaminen

Pitkd desimaaliluku on usein katkaistava kahdestakin syysta:
1. Lyhyt esitys on monasti havainnollisempi kuin pitka.

2. Esimerkiksi laskimella saatuun tulokseen siséltyy usein paljon desimaaleja,
joiden kaikkien luetteleminen antaisi suoritettujen mittausten tarkkuudesta
vaaran kasityksen.

Desimaalilukua katkaistaessa suoritetaan samalla pyoristys siten,
ettda aiheutuva virhe jaa mahdollisimman pieneksi:

Lopputulokseen jatettava viimeinen desimaali on korotettava ylospain, mikali
ensimmainen poisjatettava desimaali on 5 tai suurempi. Jos pydristys tehdaan
luvun kokonaisosassa, niin luvun suuruusluokkaa ei saa tietenkaan muuttaa,
vaan lopputulokseen on kirjoitettava tarpeellinen méaara nollia.

Esimerkki. Pyoristetdan seuraavat desimaaliluvut kolmen desimaalin eli
tuhannesosan tarkkuuteen. Katkaisukohta kannattaa selvyyden vuoksi mer-
kita pystyviivalla:

11222|222 ~11.222 33.555|555 ~ 33.556

33.559|666 ~ 33.560 49.999|999 =50.000

Esimerkki. Seuraavassa kokonaisluku 12345 pydristetaan seka satojen tark-
kuuteen etta kymmenien tarkkuuteen:
123]45 ~ 12300 1234[5 ~ 12350

Huomautus. Likiarvon tarkkuutta ilmaisevien numeroiden lukumaaraan las-
ketaan kaikki luvun numerot paitsi

- kokonaisluvun lopussa olevat nollat,

- desimaaliluvun alussa olevat nollat,
jotka molemmat ovat tarpeen vain luvun suuruusluokan ilmoittamiseen.

Esimerkki. Seuraavat luvut on annettu kolmen numeron tarkkuudella
123000, 12.3, 0.0123, 1.20, 0.0120

Huomautus. Jos luku 12045 pyoéristetdan kolmen numeron tarkkuuteen, niin
lukija voi ajatella, etté vastaus 12000 onkin annettu vain kahden numeron
tarkkuudella. Jos haluamme korostaa, ettéa luku on annettu tarkemmin, niin lu-

vun voi esittaa esimerkiksi muodoissa 12.0-10° tai 0.120-10°. Voidaan myos
sanoa "12000 satojen tarkkuudella” (tai ’kolmen numeron tarkkuudella”).
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Esimerkki. Seuraavassa annetut tulokset pyoristetdan kolmen numeron tark-
kuuteen. Jos vastauksen tarkkuus jaa talléin vahankin epéaselvaksi, niin esite-
taan pyoristetty vastaus viela sellaisissa muodoissa, joissa lukijalle on varmuu-
della selva, etta tulos on annettu tasmalleen kolmen numeron tarkkuudella.

Tulos: Tulos pydristettyna kolmen numeron tarkkuuteen:
123456 123000 tai paremmin 123-10° tai 1.23-10°
123456 m 123000 m tai paremmin 123 km

12345 mg 12300 mg tai paremmin 12.3-10°mg tai 12.3¢9
12034 mA 12000 mA tai paremmin 12.0-10°mA tai 12.0A
100234 100000 tai paremmin 0.100-10° tai 1.00-10°
0.012345 0.0123

0.1001 0.100

2.9965 3.00

Edelld on vield alleviivaamalla merkitty suositeltavampi vaihtoehto, jos on esi-
tetty kaksi muotoa, joista molemmista lukijalle varmuudella selvida, etta tulos
on annettu tasmalleen kolmen numeron tarkkuudella. Vastauksissa suositaan
usein kantaluvun kymppi kolmella jaollista eksponenttia
..,—12,-9,-6,-3,0,3,6,9,12,...
silla naita vastaa fysiikan yksikoiden tavallisimmin kaytetyt etuliitteet
..., piko, nano, mikro, milli, - , kilo, mega, giga, tera, ...

Harjoitustehtavia

1.2.1 Pyoristd sadasosien tarkkuuteen
vl) 12.3456 v2) 1.23456 v3) 78.9012 v4) 0.00234
a) —1.2345 b) 7.89898 c) 99.9999 d) -0.00012

1.2.2 Pyorista seuraavat likiarvot kolmen numeron tarkkuuteen siten, etta
vastauksesta lukija saa varmuuden siitd, etta tulos on esitetty tasmal-
leen kolmen numeron tarkkuudella. Mikali mahdollista esité vastaukse-
si kayttamatta kympin potensseja.

vl) 210123 v2) 0.012345 v3) 23.4567
v4) 89012 mm v5) —3.45678 v6) 21012 g

a) 57957 b) -6802 mV c) 0.002345V
d) 21023 mi e) 52040 dm? f) 05204 dm®
g) 29960 mm? h) 29960

(Edella esimerkiksi mV=millivoltti , ml=millilitra)
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1.3 Likiarvon virheraja

Merkinta. Jos janan pituus s on esimerkiksi valilla 1.21m<s<1.25m , niin
merkitaan
s=(1.23+0.02) m.

Huomautus. Jos janan s pituus on valilld 1.21 m <s <1.26 m, niin matemaat-
tisesti on oikein merkita s =(1.235+0.025) m.

Kaikki eivat kuitenkaan tata merkintaa hyvaksy, koska virheraja As halutaan
monesti esittaad vain yhden numeron tarkkuudella. Virheraja on siksi kasvatet-
tava suuremmaksi 0.03 metriin ja varsinainen tulos on pydristettavd samaan
sadasosan tarkkuuteen eli 1.24 metriin. Nain saatu esitys s =(1.24+0.03) m

kattaa kuitenkin alkuperaistéa laajemman valin 1.21m<s<1.27 m.

Sopimus. Sovimme, etta talla kurssilla noudatetaan varsin yleista kay-
tantdda, jonka mukaan

- virheraja esitetddn yhden numeron tarkkuudella.

- virheraja pyoristetdan aina ylospain, ei milloinkaan alaspain.

- varsinainen tulos katkaistaan virherajan maaraam asté kohdasta kayt-
tden normaaleja pyoristyssaantoja.

Huomautus. Joissakin tapauksissa varsinaisen tuloksen katkaisussa tapah-
tuva katkaisuvirhe voi kasvattaa edella kasitellyn katkaisemattoman virhe-
rajan suuremmaksi kuin ylospain pydristetty alkuperainen virheraja olisi, joten
virherajaa on vielakin kasvatettava yhdella "pykalalla”.

Esimerkki. Tuloksen laskettu keskikohta | Tulos sopimuksemme mukai-
tarkkoine virherajoineen sesti pyoristetyin virherajoin
6.222 +0.333 6.2+0.4
6.266 +0.333 6.3+£0.4
6.222 +0.366 6.2+0.4
6.222 +0.388 6.2+0.5

Huomaa, etta alimman kohdan virherajaksi ei riita 6.2+0.4, silla tama esi-
tys kattaa vain valin 5.8 ... 6.6 , kun alkuperainen vali oli 5.834 ... 6.610.
Tama johtuu siita, etta keskikohdan katkaisuvirhe 0.022 kasvattaa alkuperai-
sen virherajan 0.388 arvoon 0.410, joka on suurempi kuin ylospain pyoristetty
alkuperainen virheraja 0.4 .
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Huomautus. Jos laskennallisen virherajan ensimmaiset nollasta eroavat
numeromerkit ovat 10, 11, ..., 14, niin virheraja esitetaan joskus kahden nu-
meron tarkkuudella (ns. 15-sdanto).

2.3+£0.2 (sopimuksemme mukaan)

Esimerkki. 2.345+0.123 = .
2.35+0.13 (15-saantoa kayttaen) .

Esimerkki. Olkoot x =7.7+0.2 jay=2.2+0.1. Lasketaan lausekkeet

a=2x+3y, b=2x-3y jac= § virherajoineen.

Luvun a suurin ja pienin arvo saadaan luonnollisin merkinndin
Aoy = Xy T3V ax =2:7.9+3:2.3=22.7 ,

a. =2X. +3y,. =2-7.5+3-21=213 .
Aoy TAmin  22.7+21.3

Luvun a "keskimaarainen” arvo on a,_ ., = > > 22.
Luvun a maksimaalinen virhe saadaan kolmellakin eri tavalla:
-a.. 22.7-213
Aa = a'max - akeskim = akeskim - amin = amax a'm = =0.7 .

2 2
Lopputuloksena saadaan siis a=a,,,tAa=22+0.7=22.0£0.7 .

Huomaa, etta erotuslausekkeen b suurinta arvoa ei saada lukujen x jay
suurimpien arvojen avulla, vaan

b =2x_ -3y =2.79-3.21=95.

Vastaavasti B =2X 0 —3Y e =2-7.5-3-2.3=8.1.
Koska b, - B, ax + B _ 9'5+8'1=8.8 ja Ab= B, o — B _ 9.5—8.120.7’
2 2 2 2
niin
b=Db., tAb=88+0.7 .
My6s osamaaréa c :§ arvioitaessa on oltava varovainen:
¢ Yo 19 _ 32619 ¢ X _15_35609
Yoin 2.1 Yoax  2-3
Cron = % -35114  Ac= @ ~0.2505
C =Cqim TAC=3.5114+0.2505=3.5+£0.3
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Harjoitustehtavia

1.3.1

1.3.2

1.3.3

1.3.4

1.3.5

1.3.6

Esitd seuraavat tulokset virherajoineen mallirivin mukaisesti kahdella ta-
paa: ensin siten, etta vali ei mitenkdan muutu, ja sitten siten, etta virhe-
raja on annettu sopimuksemme mukaisesti yhden numeron tarkkuudella.
Muista, etta virheraja on pydristettava aina ylospain ja tuloksen keskikoh-
ta on esitettava vastaavalla tarkkuudella [ahimp&&n numeroon pydristaen.

Tulos sopimuk-
semme mukaista
virherajaa kayttaen

Tasmalleen sama tulos

Tulos alkuperaisin rajoin virherajaa kayttaen

12.3<x<12.8 X =12.55%+0.25 x=12.6+0.3
21.7<x<228

155.5<1<167.8

0.1234 <z <0.1456
34.56 <u <38.36

Esitd seuraavat tulokset sopimuksemme mukaisine virherajoineen
V) x=123.45+1.23 y =0.3299 +0.0037
z=89012+234 u=5.6789+0.789

a) x=2345.6+23.4 y = 8.9012+ 0.034
z=987.65+6.54 u= 45.678t 0.78¢

Laske z = % sopimuksemme mukaisine virherajoineen, kun
y
v) x=34540.2 jay=123+0.1 a) x=98.7+0.3 jay =65.4+£0.2

Maarita teho P =U -1 virherajoineen, kun
V) jannite U =(235+5)V javirtal =(2.3£0.1) A
a) U=(15+£0.)V ja 1=(26.0£0.2)mA. Huomaa, ettda VA=W

Maarita virranvoimakkuus | :% virherajoineen, kun
V) jannite U =(9.0£0.4) V jaresistanssi R =(2.2+0.2) Q ,

a) U=(230+10)V ja R=(35+1)Q. Huomaa, etté%:A.

v) Laske ympyrarenkaan muotoisen levyn massa virherajoineen, kun
levyn ulkosade R =(2.00+£0.01) m ja reian sade r =(1.20+0.02)m.

Levyn paksuus d =(7.0+0.4)mm jatiheys p = (7850 + 40) kg/m>.
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1.4 Mittausten ja vastauksen esitystarkkuus

Kaytannon tilanteissa tunnetut lahtdsuureet ovat usein epatarkkoja mittaus-
tuloksia ja niiden avulla lasketut arvot ovat luonnollisesti edelleen virheellisia.
Edellisesséa pykalassa laskettu virheraja antaa oikean kasityksen virheen suu-
ruudesta. Virherajan laskeminen jokaisen tuloksen kohdalla on kuitenkin
tyolasta ja siksi seuraavassa kasittelemme tulosten esittdmista sopivien
nyrkkisaantdjen avulla ilman virherajan laskemista ja esittdmista.

Tuloksen esittdminen ylitarkasti eli tarkemmin kuin tuloksen merkitsevien
numeroiden maara oikeuttaa, on harhaanjohtavaa eikd niin saa menetella.

Mukavuus- ja havainnollisuussyisté tulos kannattaa usein katkaista tun-
nettua vahaisempaankin tarkkuuteen. Esimerkiksi Suomen maapinta-ala
kannattanee esittaa turistille havainnollisemmin muodossa 300 000 km? kuin
tarkempana arvona 303 890 km?, jonka loppuun kuultuaan turisti olisi jo ehti-
nyt unohtaa pinta-alan suuruusluokan. Me sovimme kuitenkin, etta talla
kurssillatuloksia ei oma-aloitteisesti pyoristella mukavuussyista.

Sopimus. Seuraavanlaisellailman virherajaa annetulla merkinnalla

s ~1.23 m (tai myo6s s =1.23 m) tarkoitamme jatkossa tilanteesta riip-

puen jompaakumpaa seuraavista:

1. Jos kyseesséa on mittaustulos tai esimerkin lahtdlikiarvo, niin tulkit-
semme, ettd kyseessa on katkaisemalla ja pyodristdmalla saatu tulos
eli s=(1.230+£0.005)m eli 1.225m<s<1.235m.

2. Mikali kyseessa on likiarvoista laskemalla saatu lopputulos, niin mer-
kintmme tarkoittaa, ettd s on suunnilleen 1.23 m, missa viimeinen
annettu numeromerkki (tai mahdollisesti useampikin numeromerkki)
voi olla virheellinen, mutta me olemme suorittaneet katkaisun jollakin
seuraavista nyrkkisdannoéista.

Summalausekkeen tarkkuutta koskeva nyrkkisaantd ("summasaanto”):
Lahtolikiarvojen summista, erotuksista ja (pienistd) monikerroista saatu
lopputulos katkaistaan desimaalipilkkuun nahden samalta kohtaa kuin
tarkkuudeltaan heikoin lahtdlikiarvo on katkaistu.

Esimerkki. Jos a~1.11,b~2.222 ja ¢ ~3.3333, niin a+2b+c~8.8873~8.89 .

Tuloksen katkaisukohta maaraytyi termin a mukaan, koska se tunnettiin sadas-
osan tarkkuudella. Vastauksen esittaminen tuhannesosien tarkkuudella olisi
harhaanjohtavaa, koska jo sadasosien numerokin voi olla virheellinen, onhan
tarkasteltavan summalausekkeen

pienin mahdollinen arvo 1.105+2-2.2215 + 3.33325 = 8.88125

ja suurin mahdollinen arvo 1.115+2.2.2225+3.33335=8.89335.
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Esimerkki. Jos x ~567.8 ja y ~566.66, niin x—y ~567.8-566.66=1.14~1.1
Huomaa, etta likimain yhtasuurten lukujen erotuksessa merkitsevien nu-
meroiden lukumaara vahenee. Erotuksen esittaminen tarkemmin olisi har-
haanjohtavaa, silla lausekkeen pienin mahdollinen arvo on

Xin — Ymax = 267.75—566.665 =1.085
ja suurin mahdollinen arvo on

X =567.85-566.655=1.195 .

max — Y min

Tulolausekkeen tarkkuutta koskeva nyrkkisdanto (”tulosaanto”):
Lahtolikiarvojen tuloista, osamaarista, potensseista ja juurista saatu lop-
putulos katkaistaan niin monen numeron tarkkuuteen kuin on merkitse-
via numeroita siiné tekijassa, jossa niita on vahiten.

Esimerkki. Jos a~1.110, b~0.022, ¢c~33.33 ja d ~44.4, niin lausekkeen
T = % .c?.4d arvoksi saadaan laskimella 373475.752.

Koska eri tekijéiden merkitsevien numeroiden maarat ovat 4, 2, 4 ja 3, niin
"tulosaannon” mukaan vastaus tulee antaa kahden numeron tarkkuudella eli
muodossa 370000 tai selvemmin 0.37-10°.

Koska T =+1999 233552, /4235 ~ 364697
0.0225

. 1.1105 )

a - .33.335% - \/44.45 ~ 382663,

: " 0,0215

niin vastauksemme toinenkaan merkitseva numero 7 ei valttamatta ole oikea
eika vastaukseen saisikaan ottaa kolmatta merkitsevaa numeroa. "Tulosaanto”
antoi siis ainakin talla kertaa sopivan katkaisukohdan.

Huomautus: Likiarvojen summa- ja tulo-operaatioista muodostuvan "seka-
lausekkeen” tarkkuutta voi arvioida vaiheittain seuraavan mallin mukaisesti.

Esimerkki. Tarkastellaan vaiheittain likiarvoista muodostuvaa "sekalauseketta”

4 numeron tarkkuus 3 numeron tarkkuus
paatelty tulosédannolla péaatelty tulosdannolla

X =5.555-6.666 —8.88° -0.4444 = 37.02|963 —35.0|4289536

kymmenesosien tarkkuus
paatelty summasaannolla
/—/%

= 1.98673464 =~2.0

Koska tarkasteltavan lausekkeen pienin ja suurin arvo ovat o
5.5545.6.6655 —8.885° - 0.44445 =1.93720339875

5.5555-6.6665 —8.875% - 0.44435 = 2.03623528125
niin vaiheittain arvioimalla saatiin ainakin talla kertaa sopiva katkaisukohta.
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Yleisen lausekkeen tarkkuutta koskeva karkea nyrkkisdanto (’yleis-
saantod”): Likiarvoja sisaltavan yleisen lausekkeen arvo katkaistaan niin
monen numeron tarkkuuteen kuin on merkitsevia numeroita siina lahto-

arvossa, jossa niitd on vahiten.

Esimerkki. "Yleissdantoa” kayttaen edellisen esimerkin "sekalausekkeen” X
likiarvo pydristetaan kolmen numeron tarkkuuteen

X =5.555-6.666 —8.88° - 0.4444 =1.98673464 ~1.99,
vaikka kolmannessa numerossa voi olla runsaan viiden yksikon virhe.

Huomautus. "Yleissaanndlla” ei ole mitdan matemaattisia perusteita ja siksi
se antaa usein harhaanjohtavan katkaisukohdan. Koska opintojen tassa vai-
heessa ei ole parempaakaan helppoa sdantdd esimerkiksi trigonometrisia
funktioita sisaltavan yleisen lausekkeen tarkkuuden arviointiin, niin mekin kay-
tamme tatéa varsin yleisesti kaytettya saantoa ellei tehtdvassa muuta vaadita.

Huomautus. Likiarvoilla laskettaessa vélituloksia ei saa pydristaa,
vaan laskimessa taytyy olla koko ajan mukana kaikki lasketut desimaalit.
Muistiinpanoissa valivaiheiden desimaaliesitykset tietenkin katkaistaan muka-
vuussyista, mutta muistiinpanoihinkin numeromerkkeja kirjataan ainakin yksi
enemman kuin mita lopulliseen vastaukseen tulee.

Harjoitustehtavia

1.4.1 Esita likiarvolausekkeiden vastausten esitystarkkuutta koskevat kolme
nyrkkisdantoa edella kaytettyine nimineen.

1.4.2 Laske seuraavien likiarvolausekkeiden arvot laskimella pydristaen ne
sopivan nyrkkisadannon mukaiseen tarkkuuteen. Mik& nyrkkisdanto sopii
kuhunkin lausekkeeseen? Laske sitten kunkin lausekkeen pienin ja suu-
rin mahdollinen arvo ja tutki lopuksi, onko nyrkkisaannailla pyoristami-
nen antanut lausekkeen sopivalla tarkkuudella.

V) A=123+456 , B=1234-456 , C=1234-34.56"

a) D=123-98.76 , E:% , F=345-567°

1.4.3 Maarita seuraavien "sekalausekkeiden” likiarvot (i) karkean yleiss&an-
non mukaisella tarkkuudella (i) vaiheittain tutkimalla. Laske myés lau-
sekkeen pienin ja suurin mahdollinen arvo, jolloin voit selvittaa, kuinka
hyvat katkaisukohdat sait eri tavoilla.

V) A=4321.0-65.432° a) B=1234,56-34,56789’
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2. LAUSEKKEIDEN SIEVENTAMISESTA
2.1 Yleista

Lauseke muodostuu esimerkiksi
- luwvuista (1, 0, 7, -0.2, 7, ...)
- lukuja esittavista kirjaimista (a, b, ..., X, y, ...) tai mahdollisesti pidem-
mistakin muuttujanimista
- fysiikan suureita esittavista kirjaimista ja tunnuksista (A, s, v, t, at, ...)
- laskutoimituksista (+, —, x, /, )
- funktioista (\/_, sin,cos,In, ...)
- sulkumerkeista
- yksikoista etuliitteineen (V, km, ...)

Numeerisessa lausekkeessa ei esiinny suureita tai lukuja esittavia tunnuksia,
ei myoskaan yksikoita.

Huomautus. Monissa yhteyksissa kertolaskun kertomerkki jatetaan usein
merkitsematta, niinpd 2-a=2a, a-2=a2, a-b=ab, a-(x+)=a(x+1), ...

Huomautus. Erityisesti tietoteknisissa apuvalineissd merkinnat a2 ja ab tar-
koittavat usein vastaavanlaisiamuuttujanimia kuin yksikirjaimisetkin nimet a ja
b eika siksi kertomerkkid ainakaan tallaisia apuvélineita kaytettdessa saa jat-
taa merkitsemattd, jos kirjoitelmalla halutaan tarkoittaa kahden tekijan tuloa.
Merkinta a(x+1) tarkoittaa puolestaan usein funktion a arvoa muuttujan arvolla

X+1 (eli kohdassa x+1).

Sekaannusten valttamiseksi kertomerkki on merkittava nakyviin ainakin
tallaisiin monitulkintaisiin kohtiin. Kertomerkin nakyviin kirjoittamista
kannattaisi matemaattisen tekstin kasinkirjoituksessakin harjoittaa, jotta
tietoteknisia apuvalineita kaytettdessa ei tapahtuisi kohtalokkaita ereh-
dyksia.

Huomaa, etta esimerkiksi lukujen 2 ja 5 kertolaskua ei saa milloinkaan kirjoit-
taa ilman kertomerkkid muodossa 25, koska kaytdssa olevan lukujen kym-
menkantaisen paikkajarjestelman mukaan esimerkiksi

merkinta 25 tarkoittaa lukua 2xkymmenen +5 x yksi =kaksikymmentaviisi
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Lausekkeen sieventaminen (pelkistaminen) tarkoittaa lausekkeen Kir-
joittamista uuteen mahdollisimman yksinkertaiseen tai kayttokelpoiseen
muotoon, joka on alkuperdisen lausekkeen suuruinen.

Sen merkiksi, etta sievennettdessa lausekkeen arvo sailyy samana, lausek-
keen eri muotojen valiin kirjoitetaan yhtasuuruusmerkit.

Tassa monisteessa kaytannon tehtavaan liittyvd numeerinen lauseke
sievennetdan tavallisesti laskemalla sen likiarvo.

Niinp& me kaytannon laheisissa tehtavissa sievennadmme ~ 0.564268,

_ 3
2+ «/1_1
vaikka kehittyneet apuvdlineet tarkassa tilassa edelleen sieventavat mainitun

3-(V11-2)
7

lausekkeen historiallisena jaanteend muotoon , Joka on kylla alku-

peraisen lausekkeen suuruinen, mutta nykyopiskelijalle tuskin alkuperaista ha-

vainnollisempi. Mikali luvun J11 likiarvo oletetaan tunnetuksi, niin jalkimmai-
sestd muodosta saataisiin kuitenkin kasin jakolaskua suoritettaessa lausek-
keen likiarvo huomattavasti helpommin kuin alkuperaisesta.

Huomautus. Moniin kehittyneisiin tietoteknisiin apuvélineisiin matemaattiset
lausekkeet voi kirjoittaa sopivia lausekemalleja kdyttaen samassa tutussa
kaksiulotteisessa muodossa kuin kasinkirjoituksessakin.

Huomautus. Kaksiulotteisena annettua lauseketta voidaan kasitella kokonai-
suudessaan yhdella kertaa monilla vanhemmillakin apuvalineillg, jos lauseke
ensin kirjoitetaan yhdelle riville muokattuna. Lauseketta yhdelle riville Kirjoi-
tettaessa on siihen usein lisattava sellaisia sulkeita, joita ei ole alku-
peraisessa lausekkeessa.

3+2°°3
3+411+5

3+27(5-3)/(3+ J (11+5)) ja tarkista saatko vastaukseksi ykkosen.

Esimerkki. Kirjoita lauseke laskimeesi yksirivisena muodossa

Huomautus. Kehittyneisiin apuvalineisiin funktioiden argumentit on aina
Kirjoitettava sulkeiden sisélle: esimerkiksi kulman 30 astetta sini saadaan
astemoodissa lausekkeesta sin(30). Monissa apuvalineissa valilyonniton Kir-
joitelma sin30 on samanlainen muuttujanimi kuin x tai y1. Valilyonnillinen kirjoi-
telma sin 30 on puolestaan usein apuvélineiden kieliopin vastainen.
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Huomautus. Lausekkeen arvoa laskettaessa lausekkeen laskutoimituk-
set on suoritettava sovitussa jarjestyksessa:

1. Lasketaan ensin sulkeiden sisalla olevat osalausekkeet aloittaen sisim-
pien sulkeiden sisalta

Funktioiden arvon laskeminen (esim. sin, In )
Potenssiinkorotukset
Kerto- ja jakolaskut
5. Yhteen- ja vdhennyslaskut
Samanarvoiset laskutoimitukset suoritetaan vasemmalta alkaen.

W N

Esimerkki. Tassa esimerkissa lasketaan annetun lausekkeen arvo vaiheittain
yksi laskutoimitus kerrallaan edellisen huomautuksen mukaisesti sovitussa jar-
jestyksessa alleviivaten aina seuraavaksi laskettava osalauseke:
5+12/(7=4)-2>-2.3=5+12/3-2°-2.3=5+12/3.-4-2.3=5+4-4-2.3
=5+16-2-3=5+16-6=21-6=15

Huomautus. Fysiikan yksikdn etuliite (esimerkiksi Kilo, k) liittyy kiinte&sti
yksikké6n (esimerkiksi metri, m) siten, ettd merkinnassa km? etuliitteen
ja yksikon valinen kertolasku on matematiikan normaalisadnndista poi-
keten suoritettava ennen potenssiin korotusta ts.

km? =(km)? =(1000 m)> =1000° m*=10° m* .
Etuliitteella kertominen poikkeaa siis tavallisilla luvuilla ja muuttujilla tapahtu-
vasta kertomisesta. Normaalien laskujarjestyssaantdjen mukaisesti matematii-
kan merkinnassa ab® potenssiinkorotus suoritetaan ennen kertolaskua, jolloin

ab’=a"-b” .

Korostaaksemme matematiikan tavallisen merkitsemistavan ja fysiikan kerran-
naisyksikon etuliitteen eroa merkitsemme jatkossa yksikdnmuunnoksia suori-
tettaessa esimerkiksi neliokilometrin km? ensin selvemméasséa muodossa
(km)?, johon vasta sitten sijoitamme etuliitteen arvon.

Esimerkki. 5km?=5 (km)*=5-(1000 m)>*=5-1000* m*=5-10° m?
2mm*=2 (mm)*=2-(10°-m)*=2-(10°)’m*=2-10°m?
Huomaa myos esiintyneiden yksikdiden lukutapa:

Lyhenne km? luetaan nelidkilometrin, joka viittaa neliéon, jonka sivu on kilo-
metri ja ala siis (km)?=(1000 m)>=10° m*. Lukutavan alkuosa "neli¢” korostaa
sita, etta koko loppuosa “kilometri” korotetaan nelioon.

Lyhennetta km?® ei saa lukea kilonelidmetrina, joka tarkoittaisi tuhatta nelio-
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metria. Taman vaaran lukutavan keskiosa "nelid” viittaa siihen, etta vain sanan
loppuosa "metri” korotettaisiin nelioon, jonka jalkeen viela suoritetaan kilolla
(eli tuhannella) kertominen.

Vastaavasti lyhenne mm?® luetaan kuutiomillimetring, joka viittaa kuutioon,
jonka sarma on millimetri ja tilavuus siis (mm)®=(10°m)*=10"°m>. Lyhennetta
ei saa lukea millikuutiometrind, joka tarkoittaisi tuhannesosaa kuutiometrista.

3 4
Esimerkki. Lausu perusyksikon metri avulla a) 8 I\/Im2 b) 6 mm2
4 ym 2 km
a) 8 Mm’ _8 (Mm)® _ 8-(10°m)’ _8-10"m® _ 2.10% 2 m =2.10°m
4um® 4 (um)Y  4-(10°m)> 4-10""m?
4 4 -3 4 _
b) 6 mm® _ 6(mm)" 6(10°m)" 6.10 12m_4:3.10—18 me

2km?  2(km)®>  2(10°m)®>  2.10° m?

Huomautus. Tiettyihin merkintdihin liittyvat lausekkeet on laskettava
ennen merkinn&n mukaista operaatiota:

- Juurimerkin vaakasuoran viivan alla oleva lauseke on laskettava ennen
juurenottoa.

- Vaakasuoran jakoviivan yla- ja alapuolella olevat lausekkeet on laskettava
ennen jakolaskun suorittamista.

- Potenssimerkinnassa koko ylanurkassa olevan eksponenttilausekkeen ar-
Vo on laskettava ennen potenssiin korotusta ja kantaluku on korotettava
nain saatuun eksponenttiin.

Huomautus. Oikeiksi todettujen laskusaantdjen avulla voidaan kuitenkin
- tulo-jaosamaarélausekkeiden neli6- ja kuutiojuuri laskea tekijoittain
ilman juurrettavan tarkempaa laskemista (vertaa kohta 4.2).
- tulolausekkeiden osamaaraa supistaa koko osoittajan ja koko nimitta-
jan yhteisella tekijélla ennen jaettavan ja jakajan tarkempaa laskemista
(vertaa kohta 2.3).

Esimerkki. «/32-4% =+/32 .42 =3.4 =12, mutta
J32 442 eiole 32 +42 =3+4=7 vaan 32 +42 =/9+16 =25 =5.

ax+ay _ z((x +Y) _X*y , mutta lauseketta M ei voi supistaa.
am +an )a/(m+n) m+n am + bn
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Huomautus. Iiman sulkeita kirjoitettuja merkintoja a?” ja —a" kannat-
taa valttaa, koska eri apuvélineet tulkitsevat niita eri tavoin. Sulkeita kay-
tettdessa kaikki apuvalineet laskevat lausekkeet niin kuin on merkittykin.

Huomautus. Monissa matematiikan oppikirjoissa ja kaavastoissakin
poiketaan joissakin tapauksissa edelld sovituista jarjestyssaanngista.
Esimerkiksi lauseke sin2x tarkoittaa sekad kaavastoissa etté oppikirjoissa var-
sin yleisesti lauseketta sin(2-x), vaikka se yleisesti hyvaksytyn ja meidan kayt-
tamamme sopimuksen mukaan pitaisi tarkoittaa lauseketta sin(2)-x, koska
jarjestyssaantdjen mukaan funktion laskeminen suoritetaan ennen kertolaskua.
Laskinta tai tietokonetta kayttaessasi sinun tulee joko varmistaa, miten
apuvalineesi tulkitsee ilman sulkeita oleva lausekkeen, tai sitten sinun
tulee lisatéa sulut siten, etta lauseke on yksikasitteisesti tulkittavissa.

Huomautus. Kasinkirjoitetussa ja painetussakin tekstissa kaytetaan lasku-
jarjestyksen osoittamiseen joskus kolmenlaisia sulkeita: kaarisulkeita (), haka-
sulkeita [ ] ja aaltosulkeita { } . Tama tietenkin auttaa sisakkéaisia sulkeita sisal-
tavan lausekkeen hahmottamista.

On huomattava, etta laskimissa ja tietokoneissa laskujarjestyksen osoit-
tamiseen voidaan kayttda vain kaarisulkeita, silla esimerkiksi hakasulut
ovat monasti vektorin ja matriisin tunnuksena.

Harjoitustehtavia

2.1.1 Kirjoita seuraavat lausekkeet yksirivisind seka paperille, laskimeesi etta
taulukkolaskentaohjelmaan Excel ilman, etta suoritat niissa itse mitaan
laskutoimituksia. Varmista kirjoitelmiesi oikeellisuus laskemalla lausek-
keet kasin ja kaikilla apuvalineillasi. (Jos kehittyneessé laskimessa on
vaikeaa kirjoittaa juurrettavaa nelidjuurimerkin perdén sulkeitten sisdan,
niin saat kylla nyt kayttaa sopivaa lausekemallia.) Mik&li mahdollista niin
kirjoita ja laske lausekkeet myo6s laskimen lausekemallien avulla tarkal-
leen annetussa kaksiulotteisessa muodossa.

vi) 14—2 vz) 1+2 871 v3) 9+16 ++/25+144
3+4 3+4 4-1
2
1+
va) 142.3% a 247, 6 ) 344
8 2+1 5,6+7
8
25 2° +1 5% +1
c) v9-16 +,[— d -
) \}36 ) ¥ 344741
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2.2 Nimityksia

Summalausekkeen yhteenlaskettavia sanotaan termeiksi.

Esimerkki. Summassa 2x*y + 3asin(20°) + 59\/8 on kolme termia.
N b

1. termi 2. termi
3.termi

Esimerkki. Erotusta 3x —7a voidaan pitda summana 3x + (-7a), jossa on
kaksi termia 3x ja —7a.

Tulolausekkeessa keskenaan kerrottavia osalausekkeita sanotaan
tekijoiksi.

Esimerkki. Tulossa 123(2x + 4yz)sin(35°) on kolme tekijaa, joiden valiin voi
kirjoittaa kertomerkit: 123 - (2x + 4yz) - sin(35°).

1. tekija

2. tekija 3. tekija

Esimerkki. Osamaaraa % voidaan pitaa tekijdiden a ja % tulona.

Harjoitustehtavia

2.2.1 Luettele summalausekkeen termit ja jokaisen termin tekijat.
v) 12x+3(@a+2b—3c)sin(20)- 7ax + &°
a) (2-3x)(X+2y)+ 7xy* —3(xy — 2x +y)- 11X

2.2.2 Luettele tulolausekkeen tekijat ja jokaisen tekijan mahdolliset termit.

2
vl) 25ab(3x+ 4y? — 5uv)(W/ X +Y) v2) M
a) 16(3x — 2y +2)(X° +y? + 22 )xyz/ x b) w

2.2.3 Kirjoita summalauseke, jossa on kolme termid, joissa jokaisessa on
kaksi tekijaa.

2.2.4 Kirjoita tulolauseke, jossa on kolme tekijaa, joissa jokaisessa on kaksi
termia.
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2.3 Murtolausekkeiden sieventamisesta

Murtolauseketta voidaan toisinaan sieventéa jakamalla osoittaja ja
nimittaja tekijoihin, jonka jalkeen yhteiset tekijat voidaan supistaa.

Esimerkki. E
21

Huomautus. Vain koko osoittajan ja koko nimittdjan yhteisen tekijan voi
supistaa. Yksittaista termia tai yksittaisen termin tekijaa ei saa supistaa.

Esimerkki. Lausekkeissa 5i 5 ja > 711 ei voi supistaa lukua 2, koska

se on ensimmaisessa lausekkeessa osoittajan ja nimittajan termi ja toisessa
lausekkeessa se on osoittajassa ja nimittdjassa olevan termin tekija.

Osoittajan (ja nimittdjan) jokaisessa yhteenlaskettavassa voi mahdollisesti olla
sama tekija, joka voidaan ottaa yhteiseksi tekijaksi ja lopuksi ehka supistaa
pois seuraavan esimerkin mukaisesti.

2

2 _ 2 _ _

Esimerkki. 22D 218ab 2+6ab _ 6 Ab(2a—3b +1) _2b(2a-3b+1)
9a’b + 3a Ra%(3b+1) a(3b+1)

Huomautus. Tekijoihin jaettaessa saantoja
(a+b)(a—b)=a*-b?
(a+b)* =a® + 2ab + b?
(a—b)* =a* —2ab + b?
kaytetdan usein takaperin oikealta vasemmalle.

42> —9b> (2a)? — (3b)?
4a? +12ab +9b®  (2a)? +2(2a)(3b) + (3b)?

_ (2a+8b)(2a-3b) _2a-3b

Esimerkki.

(2a+3b))  2a+3b
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Murtolauseke kerrotaan luvulla (tai lausekkeella) siten, ettd murto-
lausekkeen osoittaja kerrotaan kyseisella luvulla (tai lausekkeella).

2
Esimerkki. 6-2=6:2"_4 , i_ab:a-ah:a
9 3 bC hc C

Murtolauseke jaetaan luvulla (tai lausekkeella) siten, etta murtolau-
sekkeen nimittdja kerrotaan kyseiselld luvulla (tai lausekkeella).

eli 2 (2 l a ;:{
Esimerkki. 2:4 = -3 __2 " _1  a&.p) = bc _ _—
Si . £:4 =37 "5 be - (@) = —p b Ab b

Murtolausekkeet kerrotaan keskenaan siten, ettéa osoittajat kerro-
taan keskenaan ja nimittajat kerrotaan keskenaan.

i . 29_29_Z-3-3_3
Esimerkki. 34°34°S 72 2°

Lauseke jaetaan murtolausekkeella siten, etta jaettava lauseke kerro-
taan jakajan kdanteislausekkeella.

gl

Esimerkki. %:

g1jw
=W

1 .a — abc _ .
3 , abc.b abc

Murtolausekkeet lasketaan yhteen ja vahennetdan siten, etta lau-
sekkeet ensin lavennetaan samannimisiksi, minké jalkeen osoittajat
lasketaan yhteen tai vdhennetaan.

1.5 92_16,53 24_6 15 8 _6+15-8_13

6 12 9 6-6 12.3 94 36 36 36 36 _i’
missa ensin jouduttiin hakemaan nimittgjien 6 =2-3, 12 = -3 ja 9=
pienin yhteinen jaettava eli pyj=2°-3*=36 kehystaen nimittdjien tekijoihin-
jaossa kunkin alkutekijan korkein esiintynyt potenssi.

Esimerkki.
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Harjoitustehtavia

23.1

2.3.2

2.3.3

2.3.4

2.3.5

24J

Opettele kaikki ne ohjeet, jotka koskevat murtolausekkeilla laskemista.
(Esim. lauseke jaetaan murtolausekkeella ...)

Sievenna seka laskimella etta kasin kaikkine valivaiheineen lausekkeet

4 9y 4x 9c 3bc 5a 4b
3y w3 2,2 2
v5) XYTX g AXTTDT gy 128D gy ) 33,50
XY + Xy ax—-b 25¢c 4b 6a
2 2 2 _
c) 6ab 10c d) 6xy :12yz e) a‘b-ab f ax —ay
5cd 9bd 5z 25x a-b ax +ay

Suorita kertolaskut ja neliodnkorotukset seka laskimen expand-
komennolla ettd kasin joko kaavoja kayttaen tai paloittain aukikertoen

vl) (2a+b)? v2) (3s—t)(3s+t) v3) (5x+3y)?
vd) (Qu+v)(u-2v) a) (s—4t)’ b) (u/2+v/3)?
c) (x+2y)(x-2y) d) (3a-b)(a+3b) e) (Wx—-x)(1/x+x)

Jaa tekijoihin seka kasin etté laskimen factor-komennolla lausekkeet
vl) 4x*-y* v2) x°y —6xy*+9y?

2

a) x*-9y? b) 4a’+12ab+9b* «¢) XT+xy+y2

2

d) 16u®-25uv? e) 8x*+8xy+2y> f) 4a’+2ab +bZ

Sievenna seuraavat lausekkeet seka kasin etta laskimella:

2 2 2 Ah2 2 2
vi) X ?xy +29y v2) a°—4b : v3) u 122uv +24v
X° -9y a“ —4ab+4b 4v- —-9u
2 2
va) 3x 2y : 3X + 2y v5) 8a 224ab + 128b
2y 3Xx Xy 12a” —27b
4x* + 4xy +y? 9a® — b? 8u® +8uv + 2v*?
a) 2 2 b 2 2 C) 2 2
8x° —2y 9a” +6ab+b VS —4u
d) X 4y). x-4y &) 8a® — 40ab + 50b®
4y x ) 2x 8a” — 50b”
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2.4 Polynomilausekkeilla laskeminen

Muotoa a,-x"+a,,-X""+..+a -X+a, olevaa summaa, missa kertoimet
a ovat kiinteita lukuja ja x on muuttuja, sanotaan (yhden) muuttujan x astetta
n olevaksi polynomiksi.

Esimerkki. P(x) =3x* —5x +3 on toisen asteen polynomija Q(X)=3 on
astetta nolla oleva polynomi, jota sanotaan my6s vakiopolynomiksi, koska
polynomin arvo on muuttujasta x riippumatta vakio 3.

Huomautus. Nollapolynomi O(x) tarkoittaa polynomia, joka saa kaikkialla
vakioarvon nolla, ts. O(x) = 0. Nollapolynomin astelukua ei maaritella.

Huomautus. Polynomien yhteen- ja vahennyslasku seka luvulla kertominen
suoritetaan poistamalla sulut ja huomioimalla sulkeiden edessa olevan miinus-
merkin ja kertoimen vaikutus kaikkiin sulkeiden sisélla oleviin termeihin seu-

raavan esimerkin mukaisesti. Lopuksi yhdistetddn samaa astetta olevat termit.

_ _ 5 X Sulkeiden edessa olevat kertoimet
Esimerkki. 2(x° -1 —(x*—-2)—-2(x+1) | jamiinusmerkit vaikuttavat kaikkiin
sulkeiden sisalla oleviin termeihin!

_9y2 5 2 oy Yhdista samoin alleviivatut
_ZL 2 i+2 2X =2 samanmuotoiset termit

=(2-Dx*-2x+(2+2-2)=x*-x-2

Huomautus. Kaksi polynomia kerrotaan keskenaan osittelulain mukaan si-
ten, ettd ensimmaisen polynomin jokaisella termilla kerrotaan toisen polynomin
jokainen termi, jonka jalkeen samanasteiset termit yhdistetaan.

Esimerkki. (2x +3)(4x* = X) = 2x -4x® +2x - (=X) + 3-4x* + 3 -(-X)
=8x> —2x® +12x* —3x =8x® +10x* — 3x

Huomautus. Yleensa apuvaélineet eivat suorita polynomien kertolaskua auki
iIman erikseen annettua expand-komentoa, silla on tilanteita, joissa tulomuoto
on kayttokelpoisempi kuin aukikerrottu lauseke.

Huomautus. Tulopolynomin aste on tekijapolynomien asteiden summa.
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Huomautus. Polynomien osamaaraa voi toisinaan sieventaa jakamalla osoit-
tajan ja nimittdjan ensin tekijoihin seka supistamalla I16ytyneet yhteiset tekijat.

(2x)2-32
/_/%
. . 24x3-54x  6X(4x°-9) 6(2%x+3)(2x-3) 6(2x—3)
Esimerkki. i > = - _
10x°® +15x>  5xZ(2x +3) 5x (2x+3) 5x

Polynomia voidaan kutsua tarkemmalla nimella monomi, binomi tai trinomi,
jos siina on vastaavasti yksi, kaksi tai kolme termia.

Huomautus. Polynomi jaetaan monomilla siten, ettd polynomin jokainen ter-
mi erikseen jaetaan kyseisella monomilla.

3 2 3 2
8x° +5X 6:8x +5x —£=4x2+2.5x—§
2X 2X 2X 22X X

Esimerkki.

Huomautus. Useampitermiselld polynomilla jakaminen on monomilla jaka-
mista ty6laampaa. Polynomi voidaan jakaa enintaan samanasteisella polyno-
milla esimerkiksi seuraavan mallin mukaisesti jakokulmassa. Katso tarvitessasi
apua googlaamalla opusta "Matematiikan perustietojen kertaus” nimellaan.

Esimerkki. Jaa polynomi 4x® +5x -2 polynomilla 2x* —3x +1.

2Xx +3
2x* —3x+1 | 4%° +5x -2
F4x® 16x° F2X
+6x> +3x -2
F6x° +9x F3
12x -5
Tassa esimerkissa polynomi 4x® +5x -2 on jaettava ja polynomi 2x* —3x +1
on jakaja. Koska jako ei nyt mennyt tasan, niin lopputuloksena saatiin ns.
(vaillinainen) osaméaara 2x+3 jajakojaannokseksi jai viela 12x - 5.
Naiden valilla on voimassa yhtal6

Jaettava = jakaja x osamaara + jakojdannos

Tassakin esimerkissa on helppo todeta, etta
4x% +5x -2 =(2x* =3x+1)-(2x +3) + (12x - 5).
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Huomautus. Polynomien jakolasku on edellisen esimerkin mukaisesti mah-
dollista suorittaa "auki”, jos jaettavan aste on vahintaan jakajan asteen suurui-
nen. Talldin on yleisesti voimassa

Osamaéran aste = jaettavan aste — jakajan aste
Mahdollisen jakojddnnoksen aste < jakajan aste

Jos jaettavan aste on pienempi kuin jakajan aste, niin "jakoa ei voi suorittaa
auki” ts. osamaarana on nollapolynomi ja jakojaanndksena on koko jaettava.

Esimerkki. Jos viidennen asteen polynomi jaetaan toisen asteen polynomilla,
niin osamaaran aste on 5—2 =3 ja osamaara on muotoa Ax® +Bx* +Cx +D,
missa A =0, mutta kertoimet B, C ja/tai D voivat olla nolliakin.

Samassa jakolaskussa jakojaannoksen aste on pienempi kuin 2 eli jakojaan-
nAs on enintdan ensimmaisen asteen polynomina muotoa Dx + E , missa ker-
toimet D ja/tai E voivat olla nolliakin. Jos jako menee tasan, niin jakojaannés
on nollapolynomi, jonka astetta ei ole maaritelty, mutta sanomme silti (vdhan
harhaanjohtavasti!) edellisten kehystettyjen kaavojen mukaisesti jakojadnnok-
sen asteen olevan pienempi kuin jakajan aste 2.

Huomautus. Paitsi jakokulmassa polynomien jakolaskun voi suorittaa myos
sijoittamalla identiteettiin

Jaettava = jakaja x osamaara + jakojaannos

tunnettu jaettava ja jakaja seka aluksi tuntemattomilla kertoimilla varustetut osa-
maara ja jakojaannds, joiden asteluvut saadaan yo huomautuksen kaavoista.
Suorittamalla sitten yhtalén oikean puolen kerto- ja yhteenlaskut seké vertaa-
malla eri puolilla olevien polynomien vastinkertoimia saadaan yhtaldryhma,
josta osamaaran ja jakojaannoksen kertoimet voidaan ratkaista.

Esimerkki. Suoritetaan uudelleen jo edella jakokulmassa tehty jakolasku
4x°% +5x 2
2x* -3x+1
Koska osamaaran aste = jaettavan aste — jakajan aste =3-2=1, niin osamaara on
ensimmaisen asteen polynomina muotoa Ax+B, missa A=0.

(On helppo nahda, etta kerroin A on murtolausekkeen johtavien kertoimien

osamaara elinyt A=4/2=2 , mutta me haemme seuraavassa my06s taman
kertoimen maaraamattdmien kertoimien menetelmalla.)

edella kuvatulla maaraamattomien kertoimien menetelmalla.
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Koska jakojaannoksen aste < jakajan aste 2 , niin jakojadnnds on enintaan

ensimmaisen asteen polynomi ja siis muotoa Cx +D , misséa C ja/tai D voi
olla nollakin.

Sijoittamalla osamaarén ja jakojaannoksen lausekkeet identiteettiin
jaettava = jakaja x osamaara + jakojadnnos
saadaan
4x% +5x —2=(2x* -3x+1)-(Ax+B)+(Cx +D) ,

mista aukikertomalla ja samanasteiset termit yhdistamalla saadaan identiteetti

4x° +5x —2 = 2Ax® + 2Bx* —3Ax* —3Bx + AX+B +Cx +D

=2Ax® +(-3A+2B)x* +(A-3B+C)x +(B+D) .

Vastinkertoimia vertaamalla saadaan yhtéléryhma ja sille helposti ratkaisu
etenemalla ryhmaéssa yhtalo kerrallaan ylhaalta alaspain:

2A=4 A=2
_3A+2B =0 B=3
A-3B+C=5 ~ ]cCc=12

B+D=-2 D=-5

Osamaara on siis Ax+B =2x+3 jajakojddnnds Cx+D =12x -5.

Huomautus. Edellisen jakolaskun voi suorittaa my6s apuvalineilla. Laski-
messa TI-Nspire CX CAS on kaytettavissa seuraavat kaksi komentovaihto-
ehtoa halutusta lopputuloksesta riippuen:

4x3 +5x -2 12x-5
expand(—— = x) |Jd| 2x+3+—— =
P (2x2—3x+1 ) 2x%—3x+1

4%° +5% -2 -2 7

propFrac(—2X2 3 +1,x) 2X+3+ = —1+x——1
Jalkimmaisen tuloksen pienid murtolausekkeita sanotaan osamurroiksi.
Ne ovat alkuperaisté jakojddnnosta yksinkertaisempia ja siksi kayttokelpoi-
sempia esimerkiksi integroitaessa ja sahkotekniikan Laplace-muunnoksia ké&si-
teltdessa. Osamurtojen nimittajat ovat alkuperéisen jakajapolynomin tekijoita ja
my06s osamurtojen osoittajat I0ydetaan kasin laskien maaraddmattomien ker-
toimien menetelmalla.

Harjoitustehtavia

2.4.1 Sievenna v1) 3x(4x+2)—4(X* +2x—-3) v2) (2x°® +3x —4)(2x* +5)
a) XP(2x*+3)-2x(x*+2x+3) b) (Bx® —2x+1)(x* +4x)
2.4.2 v) Etsiviidennen asteen polynomit, joiden summa on neljatta astetta.

a) Etsi kolmannen asteen polynomit, joiden erotus on toista astetta.
b) Etsi neljdnnen asteen polynomit, joiden summa on toista astetta.
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2.4.3

2.4.4

2.4.5

2.4.6

2.4.7

2.4.8

29J

Maarita polynomien P(x)+Q(x), P(x)-Q(x), P(x)-Q(x) ja (P(x))3
asteluvut, kun polynomien P(x) ja Q(x) asteluvut ovat
vl 5ja4 v2) 3ja3 a) 3jab b) 4ja4.

Mit& tiedat osamaaran ja jakojaannoksen asteluvusta, kun
vl) 5. asteen polynomi jaetaan 3. asteen polynomilla,

v2) 7. asteen polynomi jaetaan 7. asteen polynomilla,
v3) 3. asteen polynomi jaetaan 7. asteen polynomilla,
a) 6. asteen polynomi jaetaan 4. asteen polynomilla,
b) 3. asteen polynomi jaetaan 3. asteen polynomilla,
c) 1. asteen polynomi jaetaan 2. asteen polynomilla.

Esitd jaettavan, jakajan, osamaaran ja jakojaanndksen valinen identi-
teetti sanallisesti. Tutki sitten, toteutuuko kyseinen identiteetti seuraa-
vissa jakolaskuissa. Onko jakolasku suoritettu oikein?

12x2 +7X =5 _ 4, __ 6 3x*+x+1_ g, 2x-1
V) 1 X TExrl Y T e T

v) Maarita sellainen polynomi P(x), etta osamaara on 3x+1 ja jako-
jaannos 2x —1, kun P(x) jaetaan polynomilla 2x* - 3.

a) Maarita sellainen polynomi Q(X), ettd osamaara on x> +3 ja jako-
jaannos 5x +3, kun Q(X) jaetaan polynomilla 2x* + 4.

Etsi seka maaradamattomien kertoimien menetelmalla etta laskimella
osamaara ja jakojddnnads, kun

vl) polynomi 6x+5 jaetaan polynomilla 2x -4

v2) polynomi 3x°+2x+1 jaetaan polynomilla x +3

v3) polynomi 5x* +3x°+1 jaetaan polynomilla Xx* +2x +3

v4) polynomi x° +x? jaetaan polynomilla X° +2x*+3x+4 .

a) polynomi 4x° jaetaan polynomilla 2x +3

b) polynomi 12x*+3x -7 jaetaan monomilla 3x

c) polynomi 6x°+2x jaetaan polynomilla 2x* +1

d) polynomi 2x*+3x*+1 jaetaan polynomilla x* +2x° .

Etsi maardamattomien kertoimien menetelmalla sellaiset kertoimet A ja
B, etta

v)

1 __A B a) 2x+1 ___A | B
x-D(x+1) x-1 x+1 x-D(x+3) x-1 x+3

Opastus: Kerro yhtalosta nimittgjat pois ja vertaa vasemman ja oikean
puolen polynomien vastinkertoimia, jolloin saat yhtaloryhman tuntemat-
tomien kertoimien maarittamiseksi.
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2.5 Nelioksi taydentaminen

Jokainen toisen asteen polynomi ax* +bx +¢ voidaan nelidida (taydentaa
nelioksi, englanniksi complete the square) eli esittdd muodossa

A(x +B)* +C,
jossa on vain vakiotermi ja lausekkeen x + B nelio vakiolla kerrottuna, mutta ei
mitdadn muita termeja. Polynomin uusi esitys on monissa tilanteissa alkuperais-
ta muotoa kayttokelpoisempi.

Kertoimet A, B ja C saadaan esimerkiksi vertaamalla aukikerrotun uuden po-
lynomin Ax® + 2ABX + (AB? +C) kertoimia alkuperaisen polynomin

ax? + bx + ¢ kertoimiin:

A=a A=a

- _b

2AB=b < {B~23
AB2+C =c C_c_b?

) 4a
joten

2 Cax+ 2y oD
ax +bx+c_a(x+2a) +(c 4a) .

Uusille kertoimille A, B ja C johdettujen kaavojen muistamisen ja kayttamisen
asemasta kyseiset kertoimet kannattaa maarittaa suoraan vasemmanpuolei-
sesta yhtaloryhmasté, jonka voi muodostaa vertaamalla alkuperdisen polyno-
min ja aukikerrotun nelididyn polynomin vastinkertoimia kuten edellakin.

Esimerkki. Taydennetaén lauseke P(x) =1.23x° + 2.34x + 3.45 nelioksi.
Vertaamalla vastinkertoimia identiteetissa
1.23x* +2.34x +3.45 = A(X + B)* + C = Ax® + 2ABx + (AB? +C)
saadaan seuraava yhtaloryhma, mista ratkaistaan tuntematon kerrallaan yl-
haalta alas edeten
A=1.23 A=1.23

2AB =234 < {B=2.34/(2A)=0.95122
AB? +C =3.45 C =3.45-AB*=2.3371

Niinpa P(x) =1.23(x +0.95122)? + 2.3371.

Huomautus. Katevimmin toisen asteen polynomin saa tietenkin neliditya te-
hokkailla symbolisen laskennan apuvalineilla. Esimerkiksi laskimella TI-Nspire
CX CAS edellinen nelidinti suoritetaan komennolla

completeSquare (1.23x* + 2.34x + 3.45, X)
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Huomautus. Toisen asteen polynomin ax® + bx + ¢ voi nelidida myds muok-
kaamalla polynomia kohden tavoitemuotoa A(x +B)* +C viidessa vaiheessa,

joissa jokaisessa polynomin arvon tulee sadilya muuttumatta. Muokkauksen
vaiheet esitetdaan seuraavassa ja ne on helppo ymmartaa ja muistaa, kun ajat-

telee lopputuloksen muotoa A(x +B)* +C, johon nailla vaiheilla pyritaan.

Nelibinnin voi suorittaa kasinkin ilman kaavoja seuraavin vaihein:
1) Otetaan johtavan termin kerroin a (vaikka vékisin) x-termeista sulkeitten

eteen tekijéksi A ja vakiotermi jatetaan sulkeitten ulkopuolelle.
Seuraavissa vaiheissa sulkulausekkeesta muokataan lauseke (x +B)?, joka
aukikerrottuna on x* + 2xB + B?

2) Kirjoitetaan sulkeiden sisélla oleva x:n ensimmaisen asteen termi kaksin-
kertaiseksi sekatuloksi x:sta ja x:n kertoimen puolikkaasta.

3) Lisataan sulkeiden sisddn mainitun kertoimen puolikkaan nelio.

4) Jotta koko lausekkeen arvo sailyisi ennallaan, niin sulkeiden ulkopuolella
on vahennettava edella lisatty nelit johtavan termin kertoimella kerrottuna.

5) Sulkulauseke voidaan lopuksi muokata haluttuun muotoon kaavalla
X? +2xB +B? =(x +B)* .

Esimerkki. Maarita lausekkeen 3x*+15x+2 pienin arvo.

Tapa 1) Suoritamme ensin nelidinnin suorittaen edella esitetyt viisi vaihetta,
joiden numerot on merkitty kuhunkin vaiheeseen liittyvan yhtasuuruusmerkin
ylapuolelle. Huomaa jokaisessa vaiheessa takaperin laskien varmistaa,
ettd uusi muoto on aina edellisen suuruinen.

)
3x% +15%x + 2=3(x* +5x) + 2

2)

:3(x2+2-x-g)+2

3,4) 2 2
- 3(x2+2-x-g+(§) j—s(ﬁ) 12
5) 2
= 3(x+%) _67
%/_J
>0 kaikilla x:n arvoilla

Lausekkeen pienin arvo on —67/4 ja se saadaan, kun x =—-5/2.

Tapa 2) Syétteella completeSquare(3x® +15x +2 ,x) Tl-laskin antaa tulok-

2
sen 3(x +g) —%7 , Josta nahdaankin valittomasti lausekkeen pienin arvo.

31 JJ Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 31
Ojalain laskuopit




Tapa 3) Suoritamme nelidinnin viela aluksi esitetyilla kaavoilla:
Koskanyt a=3, b=15 ja c=2, niin

2 2

2a 2.3 2 Aa 4.3 4
2
Nelioksi tdydennetty lauseke on siis A(x +B)? +C = 3(x + %) —%7.

Esimerkki. Taydennetaan yleinen toisen asteen polynomi nelitksi edella esi-
tetyin vaihein:

2 K 2., b
ax‘ +bx +c=a(x +5X)+C

2,3,4) 2 2
_ 2 9.y, b b _a.([b
= alx“ " +2-X 2a+ (Za) a (Za) +C

lisatty a:lla vahennetty sama
kerrottava termi / a:lla kerrottu termi

5) 2 2
Y b _b”
—a(x+2a) +(C 4a)

N&in saimme saman lopputuloksen kuin aiemmasta yhtaléryhmastakin olem-
me jo saaneet.

Sovellus. Johdetaan toisen asteen yhtalon ax® + bx +c =0 ratkaisukaava.

Jakamalla tarkasteltava yhtal6 johtavan termin kertoimella a saadaan

x?+Px4 € —0.
a"a

Nelididaan sitten yhtalon vasen puoli edella esitetyin vaihein 2 — 5).
2 b (bY|_ (bY.c
2-4) [x +2-x-2—a+(2—a)j—(2—a) +§:O

b\ (by.c_ Siirretaan vakiotermit
2 (X "2 ) ( ) a0 ‘ yhtélon oikealle puolelle
c
a

( b )2 _( b )2 Lavennetaan oikean puolen termit
X+—| =(=] - ST
2a 2a samannimisiksi ja lasketaan yhteen
(x +g)2 _b?> —4ac Oletetaan, etta b*-4ac >0,
2a (2a)® jolloin siité voidaan ottaa neli6juuri
b . vb®—4ac Ratkaistaan x siirtamalla
X+——=ftX-—"" ; o
2a 2a vakiotermi oikealle
2
x = —0£b" —4ac , jos b*>—4ac>0
2a
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Harjoitustehtavia

251

2.5.2

2.5.3

254

2.5.5

2.5.6

2.5.7

SSJ

Nelioi mahdollisimman monella eri tavalla polynomi
v) 2x*+4x-1 a) -2x°+8x+3 b) 2t°+6t-4

Maarita nelidimalla seuraavien lausekkeiden suurin/pienin arvo. Milloin
se saadaan?

vl 2x*+x+1 v2) —2x*-3y?+4x-12y +7
a) -3x°+8x-4 b) 1.2x*+2.3x-3.4 ) 2x2+3y2—-6x+12y+4

Kuinka suuri suorakulmion muotoinen laidun voidaan aidata

v) 300 metrilla a) 600 metrilla piikkilankaa, kun yksi suorakulmion
sivuista on aidattava kaksinkertaisella langalla ja muut sivut yksinker-
taisella? Derivaattaa ei saa nyt hyodyntaa. Lahtotiedot tunnetaan kol-
men numeron tarkkuudella.

Kuinka suuri suorakulmion muotoinen laidun voidaan aidata joen ran-
nalle 200 metrilla lankaa, kun rannalle ei laiteta lankaa ja

v) muut kolme sivua aidataan yksinkertaisella langalla

a) toinen joen suuntainen sivu aidataan yksinkertaisella langalla ja
muut sivut kaksinkertaisella langalla.

Derivaattaa ei saa kayttda. Anna vastaus 3 numeron tarkkuudella.

Kuvan mukaisen kaari-ikkunan ylaosa on r-sateinen
puoliympyra ja alaosa suorakulmio mitoiltaan 2r x h.
Maarita ikkunan suurin mahdollinen ala, kun ikkunan
piirion v) 600cm a) 900 cm kolmen numeron
tarkkuudella. Derivaattaa ei saa nyt hyodyntaa.
Nelidinnin voit suorittaa laskimella.

Tarkoituksesi on valmistaa Vempaimia, joita pyritddn myymaan tuhan-
nelle vanhanmallisen Vimpaimen omistajalle. Jos Vempaimia valmiste-
taan n kappaletta, niin tuotanto- ja myyntikustannukset ovat
(100000 + 3000n) euroa, silla tuotannon kaynnistaminen maksaa
100000 € ja jokaisen Vempaimen valmistus maksaa lisaksi 3000 €.
Markkinatutkimuksessa on selvinnyt, etta jos Vempaimen veroton
myyntihinta on H euroa, missa 4000 <H <6500, niin 2600-0.4H Vim-
paimen omistajaa ostaa tilalle uuden Vempaimen. (Ts. jos H = 4000,
niin kaikki 1000 Vimpaimen omistajaa ostavat Vempaimen, ja jos

H = 6500, niin yksikdan ei endé osta Vempainta). Tutki laskimella neli-

oiden, miten veroton hinta H on valittava maksimoitaessa voittoa
V = tulot — menot

= (2600 - 0.4H) - H — (100000 + 3000(2600 — 0.4H))
Ratkaise seka laskimella ettd toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla
v) 2x*-5x-3=0 a) x*+4x-5=0 b) x*-6x=0
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3. KOMPLEKSILUVUISTA

Maaritelm&. Olkoon imaginaariyksikkd i nimensa mukaisesti sellainen kek-
sitty "luku”, joka toteuttaa ehdon

Lukusuoralla olevien reaalilukujen joukosta me emme voi tietenkdan loytaa
imaginaariyksikkda i, silla jokaisen reaaliluvun nelié on tunnetusti > 0 .

Maaritelma&. Kompleksiluvut ovat muotoa a+bi olevia kirjoitelmia, missa i
on imaginaariyksikko seka a ja b ovat tavallisia reaalilukuja.

Kompleksiluvuilla lasketaan kuten tavallisilla kirjainlausekkeilla ottaen tarvitta-
essa huomioon, etta i°=-1 .

Esimerkki. (4+21)+(3+i) = (4+3)+(2+1) = 7+ 3
(4+21)-(3+i) = (4-3)+(2-1) = I1+i
(4+20)@B+i) = 12+4i +6i +2i* = (12-2)+(4+6)i = 10+10i
(4+2i)° = 4°+2-4.2i+(2i)° = 16+16i+4i* = 12+16i
i°=i%-i%-it= (=D -(-1)-i =i

Huomautus. Reaaliluvutkin ovat kompleksilukuja, silla ne ovat kompleksiluku-
jen yleista muotoa a+bi, missa nyt b=0.

Imaginaariluku on muotoa a+bi oleva kompleksiluku, missa b =0.
Puhdas imaginaariluku on muotoa bi oleva kompleksiluku.

Maaritelm&. Kompleksiluvun a+bi liittoluku on a-bi .

Lause. Kompleksiluvun ja sen liittoluvun tulo on reaalinen.

Todistus. Kompleksiluvun a+bi ja sen liittoluvun tulo on
(a+bi)(a—bi)=a*-b%*=a® +Db?,
mika reaalilukujen nelididen summana on reaalinen ja vielapa ei-negatiivinen.
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Huomautus. Edellista lausetta voidaan kayttaa hyvaksi sievennettaessa kah-
den kompleksiluvun osamaaraa. Jos ndet osaméara lavennetaan nimittgan
liittoluvulla, niin nimittajaan tulee laventamisen jalkeen liittolukujen tulo, joka

on reaalilukuna yksiterminen monomi, jolla on helppo suorittaa jakolasku.

Esimerkki. 4+2i _(4+2)(3-5)_12-20i + 6i — 10

3+5i (3+5i)(3-5i) 9 — 25i2
_12-14i+10 _22-14i _22 _14i _ _ -
=g =S =50 -5, =0.647-0.412i

Kaikissa edella olleissa esimerkeisséa kompleksiluvuista muodostunut lauseke
voitiin sieventdéd yhdeksi muotoa a+bi olevaksi kompleksiluvuksi, jossa ei enaa
esiinny yhtaan kompleksilukujen laskutoimitusta kuten potenssiinkorotusta tai
jakolaskua. Tama pitaa paikkansa yleisestikin:

Huomautus. Jokainen kompleksiluvuista ja peruslaskutoimituksista
(+,—,+,/,™) muodostuva kompleksilukulauseke voidaan sieventda yksi-

kasitteiseksi muotoa a+bi olevaksi kompleksiluvuksi.

Huomautus. Kompleksilukuja voi kasitella myds laskimilla.

Huomaa, etta laskimen tavallinen kirjain i ei tarkoita imaginaariyksikkoa.
Koska kompleksiluvuilla on nyt esitetyn suorakulmaisen (engl. rectangular)
summamuodon liséaksi myés my6hemmin tarkasteltava napakoordinaattimuo-
toinen (polar) esitysmuoto, niin laskimen kompleksilukuja koskeva tila-asetus
on valittava kulloiseenkin tilanteeseen sopivaksi (kurssin tdssa vaiheessa va-
litse kompleksilukuasetukseksi suorakulmainen eli rectangular).

Esimerkki. Totea laskimellasi oikeaksi seuraava kompleksilukulausekkeen
sievennys
(1+2i)°(3-4i)> 6469 2642

— i ~10.35 - 4.23i
(3+4i) 625 625

Huomautus. Kompleksilukuja kaytetaan esimerkiksi fysiikan ja tekniikan jak-
sollisten ilmididen kéasittelyssa. Niinpa varahtelyjen ja vaihtosédhkoésuureiden
laskut suoritetaan kompleksilukujen avulla.

Sahkotekniikassa imaginaariyksikon tunnuksena on kuitenkin tavallisesti kirjain
|, koska sahkotekniikassa i tarkoittaa virranvoimakkuutta.
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Harjoitustehtavia

3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.1.4

3.1.5

3.1.6

SGJ

Sievenna seka kasin etta laskimella laskien seuraavat kompleksiluvuis-
ta muodostuvat lausekkeet

vl) (2+3i)+(B+2i) Vv2) (2+3i)=(3+2i) Vv3) (2+3i)-(3+2i)

va) % V5) (2+3i) v6) i’
a) (4-i)+(1+2i) b) (4-i)-(1+2)) ©) (4—i)-(1+2)
d) 14+——2ii e) (1+2) oo

Selvita, miten kompleksilukujen osaméaéraa voi sieventaa.

Laske imaginaariyksikon potensseja i*, kun k =0,1,2,...
Paattele sitten potenssin arvo niissa tapauksissa, joissa k on muotoa
4m, 4m+1, 4m+2 tai 4m+3, missad m on (positiivinen tai negatiivinen)

kokonaisluku.

Sievennda seuraavat kompleksilukulausekkeet mahdollisimman monin
eri tavoin seka kasin laskien etta laskinta hyddyntden. Kohdissa v4, d

ja e voit kokeilla my6s laskimen summa- ja tulo-operaatioita muodosta-
20 400
en seuraavanlaiset syétteet tulolle kHo(i") ja summalle kZo(ik) sopivien

lausekemallien avulla tai yksirivisina syotteind muodossa
I1(i *k,k,0,20) tai Z(i’\k,k,O,400).

vl) 1+i+i%+i+i? v2) (1+2i +3i%)(4-5i +4i%)
V3) i2005+2i2006 V4) io'il'iz'is'i4‘...'i18'i19‘i20
a) P2+ttt ei® b)  (i—2i%+3i%)( —2i%+3i°)
C) i999_3i1002 d) io-il-iz-i3-i4-...-i28-i29-i30

e) P HitHIT AT it i %
Milla luvulla kompleksiluku 5—-2i on kerrottava, jotta tulo olisi reaali-

nen? Loydatko muita lukuja, joilla kertomalla luvusta 5—-2i saadaan
reaalinen?

Milla luvulla kompleksiluku 7+2i on kerrottava, jotta tulo olisi puhdas
imaginaariluku eli muotoa bi ?

Opastus: Kerro luku ensin sellaisella luvulla, etta tulo on reaalinen. Sen
jalkeen kerrot saadun reaaliluvun sellaisella luvulla, etté tulo on halut-
tua muotoa. Kertomalla I6ytamasi kertojat keskenaan olet loytanyt yh-
den etsityn luvun. Keksitkd muita ehdon tayttavia lukuja?
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4. POTENSSI- JA JUURIOPPIA

4.1 Kokonaispotenssi

Kertaamme aluksi kokonaispotenssin maaritelman ja laskulait.

Maaritelma. Olkoon a mielivaltainen reaaliluku ja n positiivinen kokonaisluku.
Maaritellaan
a"=a-a-...-a .
%,_/
n kpl

Jos lisaksi a # 0, niin maaritelladn edelleen

. . 3 . . _ 0: _ —4: 1 :i
Esimerkki. 2°=2.2-2=8 , 5°=1, (-2) 2y " 16

—2*=—(2")=-16 , 0°ja0? eivat ole maaritellyt .

Edella maaritellylle kokonaispotenssille on voimassa tutut laskulait:

Lause. Olkoot a ja b mielivaltaisia reaalilukuja (tarvittaessa # 0) sekd mjan
kokonaislukuja. Silloin

m+n Samankantaiset potenssit kerrotaan keskenéaan

a"-a"=a : ) .
siten, etta eksponentit lasketaan yhteen.

am mon Samankantaiset potenssit jaetaan keskenaan

a" siten, ettd eksponentit vAhennetaan.
n _.n wn | Tulo korotetaan potenssiin siten, etta kukin
(a-b)"=a"-b e . N
tekija erikseen korotetaan kyseiseen potenssiin.

( a )” _a” Osamaara korotetaan potenssiin siten, etta
b b" osoittaja ja nimittaja erikseen korotetaan potenssiin.
o\ mn Potenssin potenssi lasketaan

(a ) a kertomalla eksponentit keskenaan.

Huomautus. Edella esitetty kokonaispotenssin maaritelméa ja edellisen lau-
seen mukaiset laskulait ovat voimassa myads silloin, kun kantaluvut a ja b ovat
(tarvittaessa nollasta eroavia) kompleksilukuja.
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Esimerkki. Havainnollistetaan lauseen laskulakeja seuraavilla esimerkeilla:

a’-a’ = (aaaa)(aa) = aaaaaa =a° =a*"”

5 (Supista aaa

a _aaaaa 2 5-3
al aaa

(ab)® = (ab)(ab)(ab) = (aaa)(bbb) = a’b®

(2) - (2)(2)(e)-2ee-2

(az )3 _ (az)(az)(az) _ g22+2 _ 56 _ 523

Huomautus. Edellisen lauseen tulokset ovat voimassa vain kerto- ja jako-
laskulle, niita ei voi yleistda yhteen- ja vahennyslaskuun.

Esimerkki. a*+a®=a%(a®+1) eivoisieventaa pidemmalle, mutta
a*+a*=2a* ja 7a®+2a’=9a’
a’—a’=a’(a@”*-1) eivoisieventaa pidemmalle, mutta
a®>-a’>=0 ja 7a’-2a®=5a’
(a+b)® eiole a®+b®,vaan
(a+b)® =(a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)aa+ab+ba+bb)
=aaa+aab +aba+abb+baa+bab+bba+ bbb

=a®+3a’b+3ab?+b?

Harjoitustehtavia

4.1.1 Sievenna seka kasin etta laskimella ne seuraavista lausekkeista,
6 3\4
12a 6a’ -8a° | (2a”)

jotka pystyt sieventamaan 4a*-3a’, ,
: Pysty 3a’® (4a2)3

4.1.2 Olkoon a=9.8-10%"°, b=7.6-10"*, ¢ =6.0-10°°, d =2.0-10%%®

Laske sopivalla tarkkuudella
v) vaikka laskinta hyddyntaen likiarvolaskut a+b,a—-b,a-b ja a/b
a) paassalaskuna likiarvolaskut c+d,c-d, c-d ja c/d
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4.2 Neli6- ja kuutiojuuri seka yleinen n. juuri
reaalialueella

Seuraavassa maarittelemme (reaalisen) n. juuren vaiheittain.

Maaritelma. Olkoon reaaliluku a>0. Silloin a:n nelidjuuri Ja tarkoittaa sita

2
ei-negatiivista lukua, jonka nelio on a ts. Ja=o0 ja (\/a) =a .

Esimerkki. V4 =2, silla2>0ja 2? = 4.
Huomaa, etta vaikka yhtalolla x*> =4 on kaksi juurta +2 ja —2, niin (reaalisen)
neliojuuren arvoksi naista hyvaksytaan vain ei-negatiivinen arvo.

Esimerkki. ¥-9 ei ole maaritelty reaalialueella.

Esimerkki. vx® =x* , silax*>0 ja (x4)2:x8.

Esimerkki. Emme voi kirjoittaa, ettd vx2 = x , silla emme tied&, onko x > 0.
Oikein on sen sijaan kirjoittaa

X% =|x| , sila |x|=0 ja |x[" =x?.

Lause. Jos a ja b ovat positiivisia, niin tulo- ja osamaaralausekkeille on
voimassa juurikaavat

N N

Esimerkki. /3600 =+/36-100 =+/36 -4/100 =6-10 =60

\16x*y® :\/1_6-\/x_“-\/y_8=4x2y4

Huomautus. Esitettyja juurikaavoja ei voi muokata koskemaan yhteen- ja
vahennyslaskua.

Esimerkki. Lausekkeita va?+b? ja va?—b? ei voi sieventaa.
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Huomautus. Aikaisemmin on murtolausekkeiden nimittgjista poistettu neli6-
juuret laventamalla nimittajan "liittoluvulla" seuraavasti:

1 _ 1-(3++/2) _ 3442 _3+2
3-v2 (3-vV2)3+2) 32_2" 7

Ennen laskimien kaytt66n tuloa oli paljon mukavampi jakaa kokonaisluvulla 7
kuin alkuperaisen nimittajan desimaaliesityksella 1.585786...

Historiallisena jaanteena laskimet edelleenkin rationalisoivat murtolausekkeen
nimittajan, vaikka siihen ei olisi enéa todellista tarvetta. Teoreettisesti on kui-
tenkin kiintoisaa havaita, etta tdssa nimittajan rationalisoinnissa on kyseessa
sama menettelytapa kuin kompleksilukujenkin jakolaskussa.

Esimerkki. Tiedetaan, etta \/E ~ 2.2360679774998. Maarita kasin laskien

2
3-\5
Murtolauseke kannattaa laventaa nimittajan 3-+/5 "liittoluvulla” 3++/5, jotta
nimittajaan saadaan erotuksen ja summan tulo, joka voidaan kaavaa
(a—b)(a+b)=a® —b* kayttaen korvata neliditten erotuksella, jolloin nimitt4jas-
ta haviaa nelidjuuri ja sen mukana ikavat desimaalit:

=) 5 23+45) _23+45) _23+5) _3+45
3-V5 (3-V5)3+V5) 35 4 2

_3+ 2.2360379774998 _ 5.23606729774998 — 2.6180339887499

kolmentoista desimaalin tarkkuudella.

Maaritelma. Reaaliluvun a kuutiojuuri 3a tarkoittaa sita lukua, jonka kuutio
on a.

Esimerkki. 3125 =5, silla 5° =125 , 3-8=-2, silla (-2)*=-8
¥ =x , silla x®=x° .

Lause. Tulo- ja osamaaralausekkeille on jalleen voimassa juurikaavat
3
a-b=3%a-3b , 3@ _Na
a a b =3

jos nimittajassa b #0.
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Huomautus. Seuraavassa yleinen n. juuri maaritellaan reaalialueella
kahdessa vaiheessa riippuen juuren indeksin parillisuudesta tai paritto-
muudesta.

Maaritelmé&. Olkoon a mielivaltainen reaaliluku ja n pariton positiivinen

kokonaisluku 3, 5, 7, ... Silloin luvun a n:s juuri Ya tarkoittaa sita lukua,
jonka n. potenssi on a.

Esimerkki. /512 =2, silla 2° =512 .
$/~100000 =10, silla (~10)® =—-100000 .

Maaritelma. Olkoon a ei-negatiivinen reaaliluku ja n parillinen positiivinen

kokonaisluku 2, 4, 6, ... Silloin luvun a n:s juuri Q/a tarkoittaa sita
ei-negatiivista lukua, jonka n. potenssi on a.

Esimerkki. {16 =2 sila2>0ja2"=16. {-64 eiole maaritelty

Esimerkki. Emme voi kirjoittaa ¥x* = x , silla emme tieda x:n merkkia. Sen
sijaan on oikein merkita x* =|x| .

Lause. Yleiselle n. juurelle on voimassa aikaisempia vastaavat juurikaavat
Yab-va b . {2-12

b~ ¥b

jos nimitt4ja eroaa nollasta ja juurrettavat ovat tarvittaessa positiivisia.

Huomautus. Perinteellisesti juurilausekkeita on sievennetty siirtamalla juuren
alta juuren eteen mahdollisimman monia tekijoita, esimerkiksi

$16a*bcc? = 38a°b® - 2ac? = ¥/8a%h° - ¥2ac? = 2ab-¥2ac? .

Huomautus. Edelld on tarkasteltu ns. reaalista n. juurta, jolla on enintdén

yksi arvo. Geometrian kurssissa maariteltavalla mielivaltaisen (reaalisen tai
Imaginaarisen) luvun z kompleksisella n. juurella tarkoitetaan mita tahansa

kompleksilukua, jonka n. potenssi on z. Tulemme ndkeméaan, etta jokaisen nol-
lasta eroavan luvun kompleksisella n. juurella on n erisuurta arvoa.
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Harjoitustehtavia

4.2.1 Sievenna kasin ja laskimella v) Ix* , G/a%mblj , %/8a6b9(c6+d12)
+

4,8
a) 3/X12, 4 Z( y _, 3/3231°t5(u15 Vo)
Z +U

olettaen, etta kaikki muuttujat ovat (i) positiivisia (i) negatiivisia.

4.2.2 Rationalisoi kasin ja laskimella seuraavien murtolausekkeiden nimittaja
v 5 J2 a) oy Lt J5
3-2 4+43 3-5

4.3 Murtopotenssi

Reaaliluvun murtopotenssi (eli reaaliluvun korottaminen murtolukuun) maari-
tellaan seuraavasti.

Maaritelma. Olkoot m ja n kokonaislukuja, joista ainakin n on positiivinen.
Maaritellaan

an 3" 4"

missa kantaluvun a on tarvittaessa oltava ei-negatiivinen tai positiivinen.

1
Esimerkki. 83=3%8=2

tai toisin 16 ¢ =(416) 2% =% .

Huomautus. Joissakin vanhemmissa laskimissa yleinen juuri on ehka lasket-

tava murtopotenssia kayttaen ja yhdelle riville kirjoittaen. Esimerkiksi /-8 Kir-
joitetaan talldin sulkeita kayttden muodossa (—8)"(1/3) .

Harjoitustehtava

4.3.1 Sievenna seka kasin etta laskimella
2 3 1 5 2 5 1

v) 32 5,100000007 , (a® +b°) 3 a) 83,1000000 3, 16 2, (a* +b°?) 2

Kirjoita laskimen syote seka yksirivisena etta lausekemallien avulla.
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4.4 Irrationaalipotenssi

Positiivisen reaaliluvun irrationaalinen potenssi voidaan méaaritella sopivi-
en murtopotenssien raja-arvona seuraavan esimerkin mukaisesti.

Esimerkki. Tiedetaan, ettd /2 =1.41421... Tarkastellaan lauseketta 8% |,
jolle saadaan seuraavia likiarvoja:

82 ~8'=8

8% ~ gl =gl — g™ —18.3791...
8% ~ gl4t = gito — 1%Ygl _ 18 7653,
82 ~ gl414 = 10081414 _ 18 9220...

g2 ~ gl4142 - 1000014142 _ 18 9299,
g2 » gle41421 _100009/g141421 _ 18 9303,

Jatkamalla menettelya todetaan, etta likiarvot vakiintuvat kohden arvoa
18.93050..., joka maaritellaankin tarkasteltavan potenssilausekkeen arvoksi.
Kaytadnndssa luvun irrationaalinen potenssi lasketaan kuitenkin suoraan laski-
mella ilman mitd&n laskijan omia raja-arvotarkasteluja.

Sekéa murtopotenssi etta irrationaalipotenssi noudattavat samoja laskulakeja
kuin kokonaispotenssikin:

Lause. Olkoot a, b, r jas mielivaltaisia reaalilukuja ( tarvittaessa a,b > 0).
Silloin

ar

r S r+s r-s

a -a>=a" ;za

@-by =a'-b' a) _a
b b’

(ar)szar-s

23 4 3
Esimerkki. (ﬁﬁj _ 2P 26=(J§2) _2i_g

Saman tuloksen saat tietenkin myds suoraan laskimella.
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5. PROSENTTILASKUJA

Prosentti (%) tarkoittaa sadasosan suhteellista osuutta jostakin kokonaisuu-
desta.

Promille (%) tarkoittaa tuhannesosan suhteellista osuutta jostakin kokonai-
suudesta.

Lyhenne ppm (part per million) tarkoittaa miljoonasosan suhteellista osuutta
jostakin kokonaisuudesta.

Seuraavassa esitetaan aidattuina sellaisia lausekkeita, joiden arvoja kysytaan
usein prosenttilaskujen yhteydessa.

b .
100 3|

p prosenttia luvusta a on

Luku a on %-100 % | luvusta b.

Lue:
Laske Prosenttia

Olkoot S ja p positiivisia lukuja, joista S on suurempi ja p pienempi. Silloin

- luku S on ﬂ-100 % | suurempi kuin luku p
Lue:
Laske prosenttia
S-p 0 : .
- luku p on T-lOO % | pienempi kuin S .
Lue:
Laske prosenttia

Edellisten kaavojen luku sata on tietenkin korvattava promillelaskuissa tuhan-
nella ja ppm-laskuissa miljoonalla.

Esimerkki. Seitseman prosentin alennus 1500 euron laskusta on

1. -
100 1500 € =105 €.

Esimerkki. Jos ilman tiheys on 1.21 kg/m® ja hakapitoisuus 75 ppm, niin sa-
dassa kuutiometrissa ilmaa on hakaa

__15 . 3, 3 _ _
500000 100 m’-1.21 kg/m® =0.0091kg=9.1g

ilman kokonaismassa

Esimerkki. 12.30 euron alennus 112.30 euron laskusta on prosentteina
12.30 .1009%=10.95%

112.30
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Esimerkki. Alkoholijuoman etanoli jakautuu tasaisesti koko elimiston neste-
maaraan. Miehen kehon nestemaara on noin 75 % ruumiinpainosta (naisen
66%). Jos 80-kiloinen mies juo 120 g etanolia, niin hanen verensa alkoholi-

1209 o000 o0
67580000 g 1000 %o =2.0 .

pitoisuus on noin

Esimerkki. Jos tuotteen A hinta on 123 € ja B:n hinta 94 €, niin

a) tuote A on 123 54—€94 €.100%= 30.9% Kallimpi kuin B

b) tuote B on 123153—24 € .100% = 23.6% halvempi kuin A.

Tehtavisséa, joissa jokin suure kasvaa tai vAhenee tietyn prosenttimaaran, voit
kayttad apuna muutoskerrointa.

Jos esimerkiksi hinta nousee 5 %, niin uusi hinta saadaan kertomalla vanha
hinta kasvukertoimella 1.05 (=1+5% =1+5 sadasosaa).

Jos hinta puolestaan laskee 23 %, niin uusi hinta saadaan kayttaen vahennys-
kerrointa 0.77 (=1-23%=1-23 sadasosaa).

Koska perakkaisissd muutoksissa prosentuaaliset muutokset lasketaan aina ku-
takin muutosta valittbmasti edeltaneesta arvosta, niin koko muutosprosessin
yhdistetty muutoskerroin saadaan peréattaisten muutoskertoimien tulona.

Esimerkki. Jos palkat laskivat ensin 45 % ja sitten nousivat 70 %, niin yhdis-
tetty muutoskerroin on

(1-45%) - (1+70%) =(1-0.45)-(1+0.70)=0.55-1.7=0.935=1-6.5% .
Muutosten jalkeinen palkka on siis 6.5 % pienempi kuin alkupalkka.
Saman laskun voi suorittaa myds vaiheittain: Olkoon alkupalkka a. Alennuksen
jalkeen palkka on 0.55a ja korotuksen jalkeen palkka on 1.7-(0.55a) = 0.935a.
Tasta voidaankin paatelld yo tulos.

Huomaa erityisesti, ettd kokonaismuutosprosenttia ei voi laskea annettu-
jen muutosprosenttien summana —45%+70% =25%, koska nyt korotus
lasketaan pienemmasta palkasta kuin vahennys.

Esimerkki. Lasketaan miljoonan euron sijoituksen arvo 350 porssipaivan jal-
keen, jos joka toinen paiva osakekurssi nousee 50 % ja joka toinen paiva las-
kee 40 % edellisen paivan kurssista.

Koska paivittaiset muutoskertoimet ovat 1.5 ja 0.6, niin sijoituksen loppuarvo on

1000000€:1.5-0.6----- 1.5-0.6=1000000€-1.5'" -0.6""° =0.0098€ ~ 1 snt
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Huomautus. Liuos- ja seoslaskuissa eri ainesosien pitoisuudet laske-
taan prosenttiosuuksina kokonaismaarasta.

Esimerkki. Paljonko suolaa on lisattava 7.2 kilogrammaan vetta, jotta saa-
dun liuoksen suolapitoisuus olisi 24 % ?

Olkoon lisattavan suolan massa x, joten liuoksen kokonaismassa on 7.2 kg+x.

Lausutaan suolan massa toisinkin, jolloin saadaan yhtalé x = %-(7.2 kg+ X).
Taman yhtalon pyoristetty ratkaisu on x = 2.3 kg.

Esimerkki. Astiassa on 12.3 kg sokeri-suola-liuosta, jonka sokeripitoisuus on
23.0 % ja suolapitoisuus 12.0 %. Paljonko liuokseen on lisattava vetta ja suo-
laa, jotta saadun liuoksen sokeripitoisuus olisi 22.0 % ja suolapitoisuus 25.0 %.

Olkoon lisattavan veden maara x kg ja lisattavan suolan maara y kg.
Tarvittavat kaksi yhtaloa saadaan seuraavasti:

Sokerin massa lopullisessa liuoksessa
= sokerin massa alkuperaisessa liuoksessa

Suolan massa lopullisessa liuoksessa
= suolan massa alkuperaisessa liuoksessa + lisdtyn suolan massa

0.22-(12.3+x+y)=0.23-12.3 Laszi:n;e"a x =-1.180
0.25-(12.3+x+y)=0.12-12.3 +y y =1.739

Liuoksen valmistaminen ei siis onnistu vetta ja suolaa lisdamalla. Jos vetta
haihdutetaan 1.18 kg ja suolaa lisatdan 1.74 kg, niin saadaan haluttua liuosta.

Huomautus. Joissakin tilanteissa on tapana poiketa yleisesta kaytanndosta.
Esimerkiksi puutavaran kosteusprosentti ilmoitetaan veden prosenttiosuutena kuivan
puun painosta. Koska puu voi sisaltaa vetta enemmankin kuin kuivapainonsa verran,
niin vastasahatun puun kosteus voi olla jopa 200 %, katso www.puuinfo.fi .

Prosenttiyksikkoa kaytetaan ilmoitettaessa prosenttiosuuden muutosta.

Esimerkki. Jos tietyn puolueen osuus &anista edellisissa vaaleissa oli 23 % ja
jalkimmaisissa 27 %, niin sanotaan, ettd puolueen daniosuus nousi 4 prosentti-
yksikkoa. Aanimaaran muutos prosentteina riippuu prosenttiosuuksien lisaksi
my6s kokonaisaanimaarista. Jos kaikkien annettujen aanien maara oli laske-
nut 3 000 000:sta 2 000 000:aan, niin puolueen aanimaara olikin laskenut

) ) - . 690000 — 540000 . 0 ~ 290,
690 000:sta 540 000:een eli laskua oli 590000 100% ~ 22% .

Vaikka siis puolueen dadniosuus nousi 4 prosenttiyksikko4a, niin samalla
kuitenkin puolueen aanimaéaara laski 22 prosenttia!
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Harjoitustehtavia

5.1

5.2

5.3
5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

5.11

5.12

v) Montako prosenttia 1234 on suurempi kuin 53?
a) Montako prosenttia 4567 on suurempi kuin 8907

v) Montako prosenttia 53 on pienempi kuin 12347
a) Montako prosenttia 543 on pienempi kuin 765?

Montako prosenttia 1234 on luvusta v) 2222  a) 3333 b) 11117

v) Montako prosenttia tuote B on kalliimpi kuin tuote A, jos A on 88.8 %
halvempi kuin tuote B?

a) Montako prosenttia tuote B on halvempi kuin tuote A, jos A on 88.8 %
kalliimpi kuin tuote B?

Montako prosenttia keskinopeutta on lisattava, jotta matkaan kuluva aika
lyhenisi v) 15.00 % a) 35.00% b) 95.00 % ?

Myyjan on nostettava tietyn tuotteen yksikkdhintaa (litrahinta tai kilohinta)
v) 15.0% a)35.0% b) 175 %. Montako prosenttia hanen on pienen-
nettava pakkauskokoa, jos pakkauksen hinta pidetd&n ennallaan.

Montako prosenttia pienenee tuntipalkka, jos tydaikaa lyhenee
v) 20 % samalla kun kokonaispalkkaa pienennetaan 30 %
a) 10 % samalla kun kokonaispalkkaa pienennetdan 20 %.

Montako prosenttia on vuosittain saatava korkoa talletukselle, jotta talle-
tus kaksinkertaistuisi v) 10 a) 20 vuodessa?

Tydharjoittelijan palkka sovittiin korotettavan kaksinkertaiseksi kolmessa
vuodessa siten, etta toisen vuoden korotusprosentti on puolet ensim-
maisen vuoden korotusprosentista ja kolmannen vuoden korotuspro-
sentti on kolmasosa ensimmaisen vuoden korotusprosentista. Kuinka
suuret ovat vuosittaiset korotusprosentit?

V) Luku g on 54 % suurempi kuin luku p. Montako prosenttia luku p on
pienempi kuin luku q?
a) Luku g on 54 % pienempi kuin luku p. Montako prosenttia luku p on
suurempi kuin luku q.

Erdisséa vaaleissa annettiin 1 235 000 aanta vuonna 2010 ja 1 325 000
aantd vuonna 2014. Puolueen A aaniosuus oli 22.00 % vuonna 2010.
Montako prosenttia puolueen A aanimaara kasvoi/vaheni, jos A:n &ani-
osuus laski v) 0.50 a) 2.50 prosenttiyksikk6a vuoden 2014 vaaleissa?

Jos puhdasta vetta sisaltavaan astiaan lisatdan 1.00 kg suolaa, niin liu-
oksen suolapitoisuudeksi tulee 9.87 %. Mik& on kyseisen liuoksen lopul-
linen suolapitoisuus, jos siihen lisataan viela 9 kertaa 1.00 kiloa suolaa.

47 JJ Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 47

Ojalain laskuopit




6. VERRANNOLLISUUDESTA

Maaritelmi&. Suure y on (suoraan) verrannollinen suureeseen x, jos on ole-
massa sellainen vakio k, ettd Y =K -X kaikilla suureen x arvoilla.

Suure y on kadantaen verrannollinen suureeseen x, jos on olemassa sellai-
nen vakio k, etta y :% kaikilla suureen x arvoilla (x #0).

Suure y on (suoraan) verrannollinen suureen X n:nteen potenssiin, jos on
olemassa sellainen vakio k, ettéd y =k -x" kaikilla suureen x arvoilla.

Suure y on kdantéen verrannollinen suureen x n:nteen potenssiin, jos on

olemassa sellainen vakio k, ettd y = K aikilla suureen x arvoilla (x #0).

n

Maaritelma. Edellisissa maaritelmissa esiintynytta kerrointa k sanotaan
verrannollisuuskertoimeksi.
Huomaa, etta verrannollisuuskerrointa ei saa ilman perusteita olettaa ykkoseksi!

Huomautus. Suureet x ja y ovat kaantéaen verrannolliset, jos tulo xy saa
vakioarvon k.

Esimerkkeja. Ympyran piiri P=27-r on (suoraan) verrannollinen sateeseen r.

Kuution tilavuus V =s® on (suoraan) verrannollinen sarman s kolmanteen

potenssiin eli kuutioon. Verrannollisuuskertoimena on nyt poikkeuksellisesti 1.

U2

R

Esitystavasta rijppuen voimme sanoa, etta on syntyva lampoteho P on

- (suoraan) verrannollinen jannitteeseen U ja virran voimakkuuteen |

- (suoraan) verrannollinen vastuksen resistanssiin R ja virran | neli6on

- (suoraan) verrannollinen jannitteen U nelioon ja kdantaen verrannollinen
vastuksen resistanssiin R.

Vastuksen lampéteho voidaan ilmoittaa eri tavoin: P =UIl =R1? =

1
A
kaantaen verrannollinen langan poikkipinta-alaan verrannollisuuskertoimen
ollessa johdinmateriaalin resistiivisyys.

Johdinlangan resistanssi R=p- on verrannollinen johtimen pituuteen ja

. : - . m,m
Massapisteiden m, ja m, valinen vetovoima F =G-—-% on (suoraan) ver-
r

rannollinen massoihin m, ja m, seka kaantaen verrannollinen massapisteiden
valisen etaisyyden r nelioon. Verrannollisuuskertoimena on ns. gravitaatio-
vakio G =6.67384-10 "Nm°kg~= .
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Heilurin heilahdusaika T =2r fé on (suoraan) verrannollinen heilurin

pituuden I nelidjuureen eli potenssiin 1/2. Lisaksi heilahdusaika on kdantaen
verrannollinen putoamiskiihtyvyyden neliGjuureen.

Huomautuksia. Seuraavissa toteamuksissa verrannollisuuskerroin k ja
eksponentti n oletetaan positiivisiksi, kuten kdytannossa tavallisesti onkin.

Jos suure y on suoraan verrannollinen suureeseen Xx, niin suureen x kasvaessa
t-kertaiseksi myods y kasvaa t-kertaiseksi.

Jos y on k&antaen verrannollinen suureeseen x, niin suureen x kasvaessa t-
kertaiseksi y pienenee 1/t osaan alkuperaisesta.

Jos y on suoraan verrannollinen suureen X n. potenssiin, niin suureen x kas-
vaessa t-kertaiseksi suure y kasvaa t"-kertaiseksi.

Jos y on k&antden verrannollinen suureen x n. potenssiin, niin suureen x
kasvaessa t-kertaiseksi suure y pienenee 1/t" -osaan alkuperéisesta.

Esimerkki. Koska vastuksen R lampéteho P =RI? | niin tietyn vastuksen
teho on verrannollinen virran | neliédn. Niinpa
- virran kaksinkertaistuessa kyseisen vastuksen lampoteho nelinkertaistuu
- virran puolittuessa kyseisen vastuksen lampo6teho pienenee neljasosaan.

U2
ﬁ )
alla vakiojannitteelld saatdvastuksen teho on kdantaden verrannollinen vas-
tuksen resistanssiin R. Niinpa

- resistanssin kaksinkertaistuessa ja jannitteen sailyessa teho puoliintuu

- resistanssin puolittuessa ja jannitteen sailyessa teho kaksinkertaistuu.

Esimerkki. Koska saatbévastuksen R lampodteho P = niin tietylla kiinte-

Esimerkki. Olkoon suure z suoraan verrannollinen suureeseen x ja kdantaen
verrannollinen suureen y neli6on. Lisdksi tiedetaan, etta z =1.2, kun
Xx=3.4 jay=56. Maaritaz, kun x=33jay=44 .

Oletuksen mukaan on olemassa sellainen vakio k , ettd z =k - % .

y
Verrannollisuuskerroin saadaan tunnettujen arvojen avulla:
12=k-34 & Kk=11.0682 .
5.6
Kysytty z:n arvo on ndin ollen z =Kk % =11.0682- 4352 =1.88663~1.9 .
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Harjoitustehtavia

6.1 Tiedetaan, etta suure z riippuu kahdesta muusta suureesta siten, etta

V) z on suoraan verrannollinen suureen x neli6on ja kdéantaen verran-
nollinen suureen y kuutiojuureen

a) z on suoraan verrannollinen suureen x kuutiojuureen ja k&éntaen
verrannollinen suureen y nelidon.

Tiedetdan, ettd z=2.34, kun x =3.45 jay = 4.56. Maarita z, kun

x=1.23 ja y =5.67.

6.2 Tiedetaan, ettd kahden tyhjiossa olevan pisteméaisen varauksen vélinen
voima on verrannollinen kummankin varauksen Q, ja Q, itseisarvoon ja
k&&ntaen verrannollinen varausten valisen etdisyyden r neli6on.
v1l) Miten voima muuttuu, kun kumpikin varaus ja niiden valinen etai-

syys kaksinkertaistuvat?
v2) Miten voima muuttuu kun varaukset tulevat kolminkertaisiksi ja
etaisyys pienenee puoleen alkuperaisesta?
a) Miten voima muuttuu, kun kumpikin varaus ja niiden vélinen etai-
syys puolittuvat?
b) Miten voima muuttuu, kun varaukset tulevat kaksinkertaisiksi ja
etaisyys pienenee kolmasosaan alkuperaisesta?
c) Esita voiman lauseke, kun verrannollisuuskerroin k = —41 , Missa
&,
2
&, =tyhjion permittiivisyys = 8.85-107* NC =
m
d) Laske varausten valinen voima, jos Q,=Q,=10nC jar =4.10° m.

6.3 Miten suure y on verrannollinen suureeseen X, jos
v1) aina suureen x kaksinkertaistuessa y kahdeksankertaistuu
v2) aina suureen x yhdeksankertaistuessa y menee kolmasosaan
a) aina suureen x nelinkertaistuessa y puolittuu
b) aina suureen x kaksinkertaistuessa suure y nelinkertaistuu?

6.4 Esitd suure w suureiden X, y ja z lausekkeena, kun
v) - aina suureen x kaksinkertaistuessa w nelinkertaistuu

- aina suureen y kaksinkertaistuessa w puolittuu

- aina suureen z nelinkertaistuessa w kaksinkertaistuu

- jos X=6,y=5jaz=4, niin w=3.

a) - ainasuureen X nelinkertaistuessa w puolittuu

- aina suureen y kaksinkertaistuessa my6s w kaksinkertaistuu

- aina suureen z kaksinkertaistuessa w pienenee neljdsosaan

- jos x=9,y=8jaz=7, niinw=6.
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7. YHTALOISTA

7.1 Yleista

Yhtalon ratkaiseminen tarkoittaa tuntemattoman muuttujan kaikkien sellais-
ten arvojen hakemista, joilla yhtalo toteutuu. Naita tuntemattoman arvoja sano-
taan yhtalon ratkaisuiksi tai juuriksi.

Helpoimmat yht&lot voi ratkaista kayttaen seuraavia toimenpiteita:

1. Sievennetaan erikseen yhtalén kumpaakin puolta suorittamalla merkittyja
laskutoimituksia.

2. Yhtalon molemmille puolille voidaan lisata (tai vahentaa) sama luku.

3. Yhtalon molemmat puolet voidaan kertoa tai jakaa samalla nollasta eroa-
valla luvulla.

Huomautus. Yhtalén voi usein ratkaista apuvalineiden komennolla
solve(yhtéld, ratkaistava muuttuja)

Harjoitustehtavia

7.1.1 Ratkaise seuraavat yhtalot seka kasin etta laskimella.

vl) 3(x-1)+4=5-3x v2) 3(x-1)+4=5+3x
v3) 5(x-3)=3(x+1)+2(x-9) v4) x(x+3)=(x+2)

a) 5(x+2)=3(2x+4) b) (x+2)*=x(x+4)

c) (X=-3)(x+3)=x*+x-9 d) (x+3)P°=(x-3)

e) (x+2)(x+3)=x*+5x f)  1-(1+x)°=-x(x+2)

7.1.2 Ratkaise seuraavat yhtalot seka kasin etta laskimella kiinnittaen huo-
miota vastauksen ilmoittamiseen.

vl) 6(x+1)=2(3x-1) v2) 4(x+1)=2(2x+1)+2
a) X*—4x=(x-2) b) X(2x+3)=2x(X+2)-X
c) (2x+1°=(x+1)(4x+4) d) (Bx-1*=9x*+1
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7.2 Tavallisimpia yhtalotyyppeja

7.2.1 Lineaarinen eli ensimmaisen asteen yhtalo

Lineaarinen eli 1. asteen yhtaldé on muotoa ax +b =0, missa tuntemat-

toman x kerroin a eroaa nollasta. Talla yhtal6lla on yksi ratkaisu x = —g .

Esimerkki. Lineaarisen yhtalén 2x + 3 =0 ratkaisu on x = -3

5

Huomautus. Moni, aluksi ehk& hankalankin nakoinen yhtalo palautuu ratkai-
sun kuluessa lineaariseksi. Tallaisia yhtaloita tarkastellaan jatkossa esimerkik-
si murtoyhtaldiden yhteydessa.

7.2.2 Toisen asteen yhtalo

Toisen asteen yhtald ax®+bx+c=0 (misséa= 0) voidaan ratkaista kayt-
taen kohdassa 2.4 nelidimalla johdettua ratkaisukaavaa

2
ax’+bx+c=0 < x=—PEVb -dac

2a

Ratkaisukaavassa nelidjuuren alla olevaa lauseketta sanotaan diskriminan-
tiksi ja sitéa merkitaan
D =b*—4ac

(Reaalikertoimisen) toisen asteen yhtalon juurten maara ja laatu riippuvat
diskriminantista D seuraavasti:

- Jos D >0, niin toisen asteen yhtalolla on kaksi eri suurta reaalijuurta.

- Jos D=0, niin toisen asteen yhtalolla on yksi reaalinen juuri, joka on ns.
kaksinkertainen juuri.

- Jos D <0, niin toisen asteen yhtalolla on kaksi imaginaarista juurta, jotka
ovat toistensa liittolukuja.
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~(-4)£\(-4)-4-3:1 449 _

Esi kki. 2_4 1= =
simerkki. 3x X + 0 & X 53 5

”ooIH P~

i /_ 2_ 4.1, - .
Esimerkki. x*-2x+2=0 < x—2_ (2) 412=2i\/_4=2i2|:1;i

- 21 2 2

Huomautus. Jos apuvalineita halutaan kayttaa yhtalon kaikkien kompleksisten
juurten etsimiseen, niin on kaytettava eri komentoa kuin pelkkien reaalisten
juurten etsimiseen. Tl-laskimessa kyseinen komento on csolve.

Esimerkki. Maarita kerroin c siten, etta yhtalolla x?+10x+c¢ =0 on tasmal-
leen yksi reaalinen juuri (ns. kaksoisjuuri).

Toisen asteen yhtal6lla on 1 reaalinen juuri

& diskriminantti=0

< b*-4ac=0

<10°-4-1.¢c=0

< c=25

Jos ¢ =25, niin ratkaisukaavan avulla voi helposti todeta, etta esimerkin yhta-
I6ll& on yksi reaalinen juuri X =-5.

7.2.3 n:nnen asteen yhtalo

Otsakkeen yhtalo on muotoa a, -x"+...+a,-X+a,=0, missa a, #0.

Algebran peruslause. n:nnen asteen yhtalélla on n juurta, jos myds imagi-
naariset juuret ja useammankertaiset juuret kertalukuineen lasketaan mukaan.

Esimerkki. Seuraavassa on joitakin (poikkeuksellisen helppoja) polynomi-
yhtéldita ja niiden juuret, joita todellakin on yhtalén asteluvun verran.

Yhtalo Juuret

x3-2x?*-x+2=0 1,-1,2

x}—4x*+5x-2=0 1,1,2

x}]-x*+x-1=0 1,0, —i

x*+5x*+4=0 i,—i,2i, —2i

x"+3x° +4x°> -4x* -4x*=010,0,1, - 1+i,—-1+i,-1—i,—-1—i

x}+3x-2i =0 i i, —2i
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Huomautus. Juuren useammankertaisuus ja sen merkitys tulee myéhemmin
ymmarrettavaksi, kun perehdymme polynomin tekijéihinjakoon.

Huomautus. Jos reaalikertoimisen polynomiyhtalén asteluku n on pariton,
niin yhtalolla on ainakin yksi reaalinen juuri, silla paritonta astetta olevan poly-
nomifunktion kuvaaja kulkee xy-tasossa johtavan kertoimen positiivisilla arvoil-
la vasemmalta alhaalta oikealle yl6s ja johtavan kertoimen negatiivisilla arvoilla
vasemmalta ylhaalta oikealle alas leikaten x-akselia ainakin kerran.

Esimerkki. Yhtalolla 2x® + 3x* +4x +5=0 on yksi reaalinen juuri x ~1.3711
seka imaginaarinen juuripari x ~ —0.0644 +1.3488i .

Huomautus. Yleisestikin reaalikertoimisen polynomiyhtélén mahdolliset ima-
ginaariset juuret esiintyvat aina liittolukupareina.

Huomautus. Kaksi edellistd huomautusta koskevat vain reaalikertoimisia
polynomeja kuten taulukon viimeisen rivin imaginaarikertoimisesta yhtalosta
selvida. Imaginaarikertoimisen polynomifunktion kuvaajaa ei voi edes piirtda
reaaliseen xy-koordinaatistoon.

Kaytannossa vastaantulevat polynomiyhtéalot ovat tavallisesti reaalikertoimisia,
koska todellisiin ilmidihin liittyvan yhtalon kertoimet saadaan esimerkiksi sahko-
tekniikassa tutkittavan virtapiirin komponenttien arvoista, jotka ovat tietenkin
reaalisia. Saadun yhtalén (reaalisista tai imaginaarisista) juurista voidaan sit-
ten paatella esimerkiksi piirin virran ominaisuudet.

Vaikka kolmannen ja neljdnnen asteen yhtal6iden ratkaisemiseksi on olemas-
sa ratkaisukaavat, niin kyseiset yhtalot ratkaistaan yleensa erikoistapauksia
lukuun ottamatta apuvalineilld, silla kolmannen asteen yhtalon

ax®+bx?+cx+d =0 yhdenkin juuren kaava on varsin tydlaan tuntuinen

b 1 i/2b3—9abc+27a2d +/(2b°—9abc + 27a%d)? — 4(b? —3ac)’
1 3a 3a 2

1 ?J2b3—9abc+27a2d—\/(2b3—9abc+27a2d)2—4(b2—3ac)3
3a 2

Voidaan osoittaa, etta viidennen ja korkeamman asteen yhtalbiden ratkaisemi-

seksi kertoimien juurilausekkeiden avulla ei voida edes johtaa yleisia ratkaisu-

kaavoja.
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7.2.4 Murtoyhtald

Murtoyhtéldssa tuntemattoman polynomilausekkeita esiintyy nimittajissakin.
Koska nollalla jakamista ei ole edes maaritelty, niin nimittajan nollakohta ei voi
tietenkaan olla murtoyhtalon juuri.

Murtoyhtél6 ratkaistaan usein kertomalla nimittajat pois yhtalosta.

Tama tapahtuu kertomalla yhtalén molemmat puolet
- joko kaikkien nimittajien tulolla tai
- kaikkien nimittajien pienimmalla yhteisella jaettavalla, jolloin tuntematto-
malle jatkossa saatava lauseke on heti supistetummassa muodossa.

Jatkomahdollisuus 1. Jos kertomisen jadlkeen saatavassa yhtalossa esiintyy
vain termeja, jotka ovat joko tuntemattoman suhteen ensimmaista astetta tai
joista vallan puuttuu tuntematon, niin siirréd kaikki tuntematonta sisaltavat termit
vasemmalle ja muut termit oikealle. Vasemmalla puolella voit sitten ottaa tun-
temattoman yhteiseksi tekijaksi ja lopuksi jakaa yhtalon molemmat puolet tun-
temattoman kerroinlausekkeella. Saadusta ratkaisusta on viela tutkittava, ettei
se ole murtoyhtalon nimittdjan nollakohta.

Jatkomahdollisuus 2. Jos kertomisen jalkeen saatavassa yhtaloéssa esiintyy
vain termeja, jotka ovat tuntemattoman suhteen ensimmaista ja toista astetta
tai joista vallan puuttuu tuntematon, niin siirra kaikki termit vasemmalle yhdis-
taen samanasteiset termit. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saaduista
ratkaisuista on lopuksi tietenkin hylattava ne, jotka ovat alkuperéaisen murtoyh-
talon nimittajan nollakohtia.

Jatkomahdollisuus 3. Jos kertomisen jalkeen saatavassa yhtalossa esiintyy
tuntemattoman kolmannen tai korkeamman asteen termeja, niin poikkeus-
tapauksia lukuun ottamatta kannattaa turvautua apuvalineiden kayttoon.

X =X,

Esimerkki. Ratkaise x yhtalosta n = , kun x, >0 ja 0<p<L.

X = X,

n= | - X, Oltava x #0. Tarkistetaan lopuksi ehdon voim assaolo.

Koska saadussa yhtalossa esiintyy vaint untemattoman
X ensimmaisen asteen termeja ja termeja , joissa ei ole

X =X-X, lainkaan tuntemato nta x, niin seuraa edella esitettya
jatkomahdollisuutta 1, jossa tuntemattomat kertoimineen
siirretdan vasemmalle ja muut termit oikealle.

X —X=—X,
(7 -Dx =X, |:(n-1)=0
x=—20 - %o Kelpaa, koska saatu x > 0.
n-1 1l-n
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Esimerkki.

Oltavax = 0 jax = — 1. Tarkista

x-1_ _x+3 : :
= lopuksi ehdon voimassaolo.
Xx+1 x(x+1) X(X + 1)

Seuraa jatkomahdollisuutta 2 eli

2
=X =X=X+3 A .
siirrd kaikki termit vasemmalle

o x2 Cox-3-0 ratkais<u:I;aavaIIa = -1 (ei kelpaa)
Vastaus: X =3
Harjoitustehtavia
PV _pY,

7.2.1

7.2.2

7.2.3

7.2.4

Ratkaise T, ja p, ihannekaasun tilanyhtalésta = T
1 2

Huomaa, ettéa p,, V, ja T, ovat muuttujanimia, jotka tarkoittavat tietyn

kaasueran painetta, tilavuutta ja lampdétilaa tietyssa tilanteessa, johon on
liitetty alaindeksi 1. Vastaavasti p,,V, ja T, tarkoittavat saman kaasu-

eran painetta, tilavuutta ja lampdtilaa tietyssa toisessa tilanteessa. Nama
muuttujanimet voitaisiin korvata vaikkapa yksimerkkisilla nimilla x, y, z,
u, v ja w, jolloin kaava olisi muotoa % = ‘\JN—V Fysiikassa kaytetaan kui-

tenkin selvyyden vuoksi suureille vakiintuneita symboleja kuten p, V, T,
s, V, t,..., joihin sitten liitetddn sopivia tilanteesta riippuvia alaindekseja.

Ratkaise tilavuuden lampé6laajenemista kuvaavan yhtalon AV = VAt
(eli selvemmin AV =y -V, -At ) oikealla puolella olevat muuttujat yksi

kerrallaan muiden muuttujien lausekkeena. Huomaa, etta em. kaavassa
At =t, —t, on lampdtilan muutos ja AV =V, —V, on vastaava tilavuuden

muutos. Fysiikan kaavojen merkintd AV ei siis tarkoita mitdan kertolas-
kua ”A kertaa V”, vaan symbolia A kaytetaan yleisesti peraan kirjoitetun
suureen muutoksen merkkiné&. Niinpa esimerkiksi Ax tarkoittaa tavalli-
sesti paikan x muutosta ja Av tarkoittaa nopeuden v muutosta.

Ratkaise seka ratkaisukaavaa etta laskinta kayttaen yhtalét

vl) 4x°-x-3=0 v2) X°-4x+5=0 v3) 4x°+12x+9=0
a) 6x*-x-1=0 b) 4x°-8x+5=0 c) 9x°-6x+1=0
Esitd, miten toisen asteen yhtalon juurten maara riippuu diskriminantista.

Selvita sitten lyhyesti yhtaloita ratkaisematta, montako reaalista juurta
seuraavilla yhtalailla on.

vl) 2x°-5x+11=0  v2) 16x°-8x+1=0 v3) 9x?+4x-13=0
a) 9x*+12x+4=0 b) 2x°+3x+4=0 c¢) 3x°-7x+4=0
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7.2.5 Maarita yhtaldissa v) ax’+3x+4=0 a) 8x’+bx-2=0
kerroin a tai b siten, etta yhtalolla on tasmalleen yksi reaalinen juuri.

7.2.6 Maarita kerroin p siten, ettéa yhtalolla x* + px+4=0 on juurena
V) x=-3 a) x=6. Mika on yhtalon toinen juuri?

7.2.7 Mita tiedat reaalikertoimisen polynomiyhtalén imaginaarisista juurista?
Er&alla reaalikertoimisella toisen asteen yhtal6lla on kompleksinen juuri
v) 3+2i a) 4-2i. Mika on toinen juuri? Keksitkd yhtalon?

7.2.8 Ratkaise kasin ja laskimella seuraavista fysiikan kaavoista sulkeisiin
kirjatut suureet. Kussakin vastauksessa saa olla enintaan yksi jakoviiva
eikd yhtdan eksponenttia.

a) p=BY M b) L-m,+dim, (1)
C) D = kA(Ts _Tu) (Tu) d) Tle = @ (Tl)
o) L=2+& (€C) f Re= E I_kUk U,)

7.2.9 Ratkaise kasin ja laskimella yhtalot
1 1 __5 1 1 __ 4
vl) x—2+x+2 Z 2 v2) +

1 1 _ 2X 1 1  x*-3
x—2+x+2_x2_4 b) *

a)

7.3 Sekalaisia vinkkeja

Vinkki 1. Joskus jokin yhtalossa esiintyva tuntematonta sisaltava lauseke
kannattaa ottaa uudeksi aputuntemattomaksi.

Esimerkki. 3x*+2x*-5=0 |Merkitdén x* =t, jolloin x* =’

& 3tP+2t-5=0 | Kayta 2. asteen yhtalon ratkaisukaavaa

(62

S t=1ltait=-=

w

& x2 =1 tai xzz—%

& X =41 tai x:ii\/gzil.ZQIi
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Merkitaan 5* =t, jolloin

25x — (52)x — 52x — (5X)2 — t2

& t? —6t+5=0 \ Kaytéa 2. asteen yhtalon ratkaisukaavaa
& t=1 tai t=5

< 5°=1 tai 5°=5

< x=0 ta x=1

Esimerkki. 25 -6-5+5=0

Vinkki 2. Ratkaistaessa yhtaloa, jossa tulo on merkitty nollaksi, voit kayttaa
tulon nollasaantoa:

Tulo on nolla, jos javain jos ainakin yksi tulon tekijoista on nolla.

Esimerkki. x>-x =0
< X(x=-D(x+1) =0
< x=0 tai x-1=0 tai x+1=0
< x=0 tai x=1tai x=-1

Huomautus. Muista, etta yhtalon saa ratkaisujen muuttumatta (kertoa
tai) jakaa vain nollasta eroavalla lausekkeella.

Jos kuitenkin jaat yhtalon molemmilta puolilta pois saman tuntematonta
sisaltavan tekijalausekkeen, niin poisjaettu tekija on merkittava nollaksi
ja saadut juuret on otettava mukaan alkuperaisen yhtalén ratkaisuihin.

Esim. 5x(x+1) = 2(x+1) | :(x+1) =0 < x,=-1
5x = 2
x,= 0.4 X, =-1
Vastaus X, = 0.4
Saman yhtalon voi ratkaista turvallisemmin myds tulon nollas&annoélla:
5x(x+1) = 2(x+1)
< 5x(x+1)-2(x+1) =0
< (B5x-2)(x+1) =0
< 5x-2=0tai x+1 =0
< Xx=04 tai x=-1

Jos saman yhtalon ratkaisee suorittamalla kertolaskut auki, niin ratkaistavaksi
tulee toisen asteen yhtald, mitd kannattaisi pyrkia valttamaan.
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Harjoitustehtavia

7.3.1

7.3.2

7.3.3

7.3.4

7.3.5

59J

Jos toisen asteen yhtélo on vaillinainen, ts. yhtalosta puuttuu ensim-
maisen asteen termi tai vakiotermi, niin yhtalo voidaan ratkaista hel-
posti ilman ratkaisukaavaakin. Ratkaise seuraavat yhtal6t ensin ratkai-
sukaavalla. Ratkaise sitten helpommalla tavalla ne yhtalot, jotka ovat
vaillinaisia. Etsi myds mahdolliset imaginaariset juuret.

vl) 2x*-3x+1=0 v2) 49x*+81=0 v3) 321x*-678x =0
a) 4x*+9=0 b) 7x°-9x=0 c¢) 5x°-9x+4=0

Ratkaise sopivaa aputuntematonta kayttaen seuraavat yhtalét.
vl) 3x*-7x*+4=0

v2) 4 -5.2*+4=0 (Ota 2" aputuntemattomaksi)

v3) 4x*+15x*-4=0 (Etsi myds imaginaariset juuret)

a) x°-16x>+64=0

b) 9*-4.3 +% =0 (Ota 3* aputuntemattomaksi)

c) x*+5x°+4=0 (Etsi myds imaginaariset juuret)

Etsi tulon nollasaantéd kayttden seuraavien yhtaldiden kaikki ratkaisut
(myds imaginaariset).

vl) (x-=-3)(x+7)=0 v2) 5(x+2)(2x+3)(3x+4)=0
v3) x®-7x*=0 v4) x°-8x>=0

vE) 3x(7x—-2)—(7x—-2)=0 v6) (Bx+DH(2x—-3)=4(2x—23)
a (x-4)(2x+1H=0 b) 3x(4x+1)(Bx+2)=0

c) x*-4x*=0 d) x*+4x*=0

e) 2xX(x+3)-5(x+3)=0 f) BX+D(X=7)=x(x—-7)

Ratkaise seuraavat yhtalot jakamalla yhtalon molemmilta puolilta pois
sama tuntematonta sisaltava tekijalauseke. Kirjoita myds tatd menette-
lya koskeva ohje.

vl) x?(x—5)=4(x-5) v2) X*-4=x+2

a) 2x°(11x+3)=8(11x+3) b) (X*+2x+1)(x—-3)=(x+1)(3x-5)

Ratkaise yhtalot kasin ja laskimella

vl) 4x*-5x>+1=0 v2) (56x*+67x)(78x+89)=0
v3) (54x +43)(32x +21) = (4x + 3)(32x + 21)
a) (t*-4y=t"-4 b) (x*-8)(x*+3x-4)=0

c) (X*+4)(7x-3)=-57x-3)
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7.4 Kaytannon sovelluksia

Yksinkertaisten perusyhtél6iden sujuva ratkaisutaito ilman apuvalineitd kuuluu
iIman muuta insin6orilta edellytettaviin perustaitoihin.

Yhta itsestaan selvaa pitaisi kuitenkin nykypaivana olla, etta insind6ori osaa
kayttaa tehokkaasti apuvalineita laskelmissaan. Nain insind6ri voi keskittya en-
nen kaikkea oman erikoisosaamisensa hyddyntamiseen: Ammatissa vastaan-
tuleva kaytannon ongelma on osattava muuttaa matemaattiseksi tehtavaksi,
jonka mekaanisen ratkaisemisen voi useimmiten kaikkein nopeimmin ja luotet-
tavimmin suorittaa sopivaa apuvalinettad tehokkaasti hyddyntden. Saadun vas-
tauksen tulkinta ja sen edellyttamat kaytannon toimenpiteet vaativat jalleen
insinb6rin oman erikoisalan tietoja.

Mikéali haluat kayttaa yhtaloa jonkin tuntemattoman suureen arvon selvittami-
seen, niin Sinun tulee esittda jokin sopiva suure kahdella erilaisella tavalla, jot-
ta saisit yhtalon tuntemattoman ratkaisemiseksi.

Sinun tulee kertoa kayttamasi merkinnat selvasti, jotta lukija ja sina itse-
kin myb6hemmin saisit esityksestasi selvan. Mydos muodostamasi yhtalon
sisaltd sinun on selvitettavd ymmarrettavalla suomen kielelld sanallisesti
seuraavien esimerkkien mukaisella tavalla.

Seuraavassa sovellusesimerkkien yhtalot ratkaistaan yleensé laskinta kaytta-
en. Talléin muistiinpanoihin on kirjoitettava seka yhtal6 laskimeen syotetysséa
muodossa etté kaikki laskimen antamat ratkaisut mahdollisine laskinkomment-
teineen. Myos yhtéalon fysikaalisesti sopimattomat ratkaisut kirjataan nakyviin,
vaikka tehtavan lopulliseen vastaukseen niita ei saa tietenkaan hyvaksya.

Esimerkki. Mika on tietokoneen lahtohinta, jos hinta 12 prosentin alennuk-
sen jalkeen on 1143.12 €7

Ratkaisu. |Olkoon l&htbhinta x.\ Kirjoitetaan ensin alennettua hintaa koskeva
yhtalo, josta sitten ratkaistaan lahtohinta:

Alennettu hinta = lahtéhinta — alennus

114312 € = x — L2 .

100
Laskimella
& x = 1299 € Vastaus: 1299 €
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Esimerkki. Maarita millimetrin tarkkuudella ympyran sade, jos sateen kasvat-
taminen 1.000 metrilla kasvattaa

a) ympyran alaa 10.00 neliometria

b) ympyréan piiria 10.00 metria?

Ratkaisu. a) [Olkoon alkuperaisen ympyran sade r metria|
Muodostetaan (ilman yksikoitd) yhtalo alan lisdykselle:

alan lisdys = uuden ympyran ala — alkuperdisen ympyran ala

10 = z(r +1)* — 7r?

10 = 7(% +2r + 1) — 2%

Toisin: Suoraan laskimella

10—z =27xr
r=10-7 _ 1091549
2

Vast. Sade on 1.092 m = 1092 mm

b) |Olkoon alkuperdisen ympyran sade r metria.|
Piirin lisdykselle saadaan (ilman yksikoita) yhtalo:

piirin lisdys = uuden ympyran piiri —alkuperaisen ympyran piiri

10 = 22(f +1) - 27
10 = 2«
Koska paadyimme mahdottomaan yhtaloon, niin
kysyttyd ympyraé ei ole olemassa.

Esimerkki. Paljonko suolaa on liséttava 5.2 kilogrammaan 12-prosenttista
suolaliuosta, jotta liuoksen pitoisuus nousisi 17 prosenttiin?

Ratkaisu. |Olkoon lisattdvan suolan massa x.\ Sen maarittdmiseksi muodos-
tamme yhtalén perustuen seuraavaan tietoon:

Suolan massa Lisatyn Suolan massa
alkuperéisessa |+| suolan |=| lopullisessa

liuoksessa massa liuoksessa
12 . _ A7 .
100 52 + X 100 (5.2+x)

Laskimella

< x = 0.3133
Vastaus: Suolaa on lisattava 310 grammaa
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Esimerkki. Tarkoituksena on rakentaa 1000 kuutiometrin
suuruinen siilo, jonka kokonaiskorkeus on 10.0 metria.
Maarita lierion halkaisija 0.1 metrin tarkkuudella, kun siilo r
muodostuu suorasta ympyralieriosta ja sen karjessé ole-
vasta kartiosta, jonka korkeus on puolet lierién sateesta.
Seinaman vahvuutta ei tarvitse huomioida.

/2

10-1r72

Ratkaisu. [Olkoon lierion sade r.| Koska

siilon tilavuus = lierion tilavuus + kartion tilavuus

niin Vsito = Aieriv * Mieris +%'A<artio Prartio

<:>1000=7rr2-(10—r/2)+%-7zr2-r /2

Laskimella

< r=-5.2079 tai r =6.355 tai r =28.853

Tama 3. asteen yhtalo kan-
nattaa ratkaista laskimella

Negatiivinen sade on tietenkin mahdoton. Sateen arvo r =28.853 ei myos-
kaan kelpaa, koska talléin lierion korkeus h, .., =10—r /2 olisi negatiivinen.
Jaljelle ja& siis vain yksi mahdollinen sade r =6.355, jota vastaava lierion hal-
kaisija 2r ~12.7 metria.

Esimerkki. Milla nopeudella on ajettava matkan loppuosa, jotta keskinopeu-
deksi koko matkalla tulisi tasan 100 km/h, kun alkupuoli matkasta on ajettu
nopeudella a) 80.0 km/h b) tasan 50 km/h ?

Ratkaisu. [Olkoon koko matkan pituus 2s ja kysytty nopeus v |
Muodostamme molemmissa kohdissa yhtalon samalla periaatteella:

‘ _s __ matka
v keskinopeus

kokonaisaika = 1. osuuden aika + 2. osuuden aika

a) 2s _ s . s ‘ 400 km/h - v
100 km/h 80 km/h \Y; S

8v = 5v + 400 km/h

v = 400 km/% —133.33 km/h ~ 133 km/h
b) 2s _ S . S ‘ /100 km/h - v
100 km/h ~ 50km/h v s

2v = 2v + 100 km/h
O-v = 100 km/h
Koska saatu yhtalé on mahdoton, niin kohdassa b ei ole ratkaisua.

Huomaa, etta b-kohdassa on jo alkumatkaan kaytetty tasmaélleen se aika, joka
saataisiin kayttda koko matkaan eika edes loppumatkan kulkeminen valon no-
peudella nostaisi keskinopeutta vaadittuun nopeuteen 100 km/h.
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Esimerkki. Maarita tasaisella nopeudella liikkuvan auton nopeus, jos nopeu-
den lisd&dminen maaralla 5.0 km/h saastaa 45 kilometrin matkalla aikaa 3.0
minuuttia?

Ratkaisu. Merkintdjen yksinkertaistamiseksi lausumme ajansaaston tunteina:
3min=3-h/60 =0.05h ja jatdmme yksikot pois.

Olkoon alkuperainen nopeus v
Muodostetaan ajansééstoa koskeva yhtalo:

matka
nopeus

Ajan sdast6 = alkuperéinen aika — uusi aika aika =

45 45 Laskimella . .
0.05= v Va5 © v =64.6286 tai v =—-69.6286 (ei kelpaa)

Vastaus: Kysytty nopeus on 65 km/h .

Esimerkki. Tassa esimerkissa naytetdaan, miten laskinta TI-Nspire CX CAS
voi hyodyntaa maaritettaessa kerroin t siten, etta yhtalon x* +tx +3 =0 toi-
nen juuri on kolme kertaa niin suuri kuin toinen juuri.

Annetun malliratkaisun voinet muokata omalle symboliselle laskimellesi.

Komentoon
solve(x® +t-x +3=0,x)

laskin antaa vastauksen
t2_-12 —t —Jt? =12 -t
=X == -~ Oof X=—F7_——.
2 2

Kopioi laskimen vastaus syottoriville, jossa muokkaat siita maarittelyt
t2-12 —t —\t?-12-t
~—=— I X2=—
2 2
Kysytyt t-arvot saadaan sitten komennoilla
solve(x1=3-x2,t) J t=-4

solve(x2=3-x1,t) 4 t=4

X

x1:=

Tulokset voi viela tarkistaa laskimella with-operaattoria kayttaen:
solve(x*+t-x+3=0,x) [t=—4 J x=1or x=3
solve(x® +t-x+3=0,x) [t=4 o x=-3 or x=-1

Naemme, ettd kummassakin tapauksessa toinen juuri on todellakin kolme ker-
taa toisen juuren suuruinen.

Poista lopuksi maarittelysi x1ja x2, etteivat ne tuota haittaa myéhemmin!
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Harjoitustehtavia

7.4.1

7.4.2

7.4.3

7.4.4

7.4.5

7.4.6

1.4.7

7.4.8

7.4.9

64J

Mik& on tuotteen lahtohinta, jos hinta
v) 12.5 % korotuksen jalkeen on 388.80 €
a) 6 % alennuksen jalkeen on 2204.30 € ?

Kuvanmukaisen ikkunan alaosa on suorakulmio ja yldosa
puoliympyra. Mika on ikkunan leveys, jos ikkunan

v) ala on 2.50 neliometrid ja kokonaiskorkeus 2.10 m?
a) ala on 3.50 neliometria ja kokonaiskorkeus 2.30 m?
b) ala on 7.00 neliometria ja kokonaiskorkeus 2.00 m?

Mik& on tasaisella nopeudella liikkuvan auton nopeus, jos nopeuden
v) lisadaminen maaralla 25 km/h saastaa 320 km matkalla aikaa 0.70 h?
a) vahentaminen maaralla 15 km/h lisaa 410 km matkalla aikaa 1.2 h?

Jos ohuen suorakulmaisen levyn nurkista leikataan

pois neliot, niin jaljelle jaavasta levysta voidaan taittaa

kuvaan piirrettyja viivoja pitkin kanneton laatikko. Kuinka

suuret neliét on leikattava nurkista, jos levyn koko on

v) 234 mm x 345 mm ja siita halutaan taittaa astia,
jonka tilavuus on tasan litra?

a) 2.40 m x 3.60 m ja siita halutaan taittaa astia, jonka tilavuus on
al) 1.80 a2) 1.90 kuutiometria?

Paljonko vetta on haihdutettava

v) 570 grammasta 3.5-prosenttista suolaliuosta, jotta liuoksen suola-
pitoisuus kohoaisi 15 prosenttiin?

a) 24.0 kilogrammasta 12.0-prosenttista suolaliuosta, jotta liuoksen
suolapitoisuus kohoaisi 17.5 prosenttiin?

Paljonko 25.0-prosenttista suolaliuosta on lisattava

v) 55.0 kilogrammaan 7.50-prosenttista suolaliuosta, jotta liuoksen
suolapitoisuus nousisi 12.0 prosenttiin?

a) 325 grammaan 12.5-prosenttista suolaliuosta, jotta liuoksen suola-
pitoisuus nousisi 18.0 prosenttiin?

Ratkaise systemaattisesti laskien ilman kokeiluja seuraava tehtava.
Kuinka vanha Matti on nyt, jos

v) hén on 22 v kuluttua 23 kertaa niin vanha kuin han oli 22 v sitten?
a) han on 20 v kuluttua 9 kertaa niin vanha kuin han oli 20 v sitten?

Autoilija ajaa v) kaksi kolmasosaa  a) kolme viidesosaa
b) kolme neljdsosaa matkasta nopeudella 70 km/h. Milla nopeudella
hanen tulisi ajaa loppumatka, jotta keskinopeus olisi 100 km/h?

Tehtavana on rakentaa 12500 litran séilid, jonka keskiosa on suoran
ympyralierion muotoinen ja paat puolipallon muotoiset. Maarita sailion
halkaisija millimetrin tarkkuudella, kun sé&ilion kokonaispituus on

v) 4250 mm a) 5250 mm. Seindméan vahvuutta ei huomioida.
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7.4.10

7.4.11

7.4.12

7.4.13

7.4.14

GSJ

Valitse kerroin p siten, etta yhtalon x* + px +7 =0 toinen juuri on
v) kaksi a) kolme kertaa niin suuri kuin toinen. Maaritd myoés kysei-
set juuret vaikkapa laskimen with-operaattoria tehokkaasti hyddyntaen.

v) Maarita toisen asteen yhtalén ax® +bc +c =0 juurten summa ja
tulo vaikkapa laskimen with-operaattoria hyddyntéaen. Esita havaintosi
lauseena. On helppo nahda, ettd yhtalon 1234x* + 7654x — 8888 = 0
yhtenda juurena on 1. Mik& on toinen juuri edella toteamasi perusteella?

Metsassa olevasta pisteestd A on 1200 m = X M
matkaa kuvan mukaisen suoran polun lahim-

paan pisteeseen B. Pisteesta B on 2400 m

polulla olevaan kohteeseen M. A®

Pisteessa A oleva henkil6 juoksee suoraan polun johonkin pisteeseen
X ja siita polkua pitkin kohteeseen M. Henkilén juoksunopeus on met-
sassa 2.0 m/s ja polulla 4.0 m/s. Maarita pisteiden B ja X valimatka, jos
Juoksija saapuu kohteeseen M v) 19.5 minuutin @) 22 minuutin
kuluttua lahdosta. Ratkaise muodostamasi yhtalo laskimella.

Tehtavan voit ratkaista myos graafisesti. Juoksijan juoksuaika t riippuu
tietenkin pisteiden B ja X valisesta etaisyydestéa x. Laskimella voit hel-
posti piirtdd ajan t etaisyyden x funktiona. Kuvasta voit sitten nahda,
mill& etéisyyden x arvoilla juoksuaika t saa halutun arvon. Kuvasta voit
jo tdhanastisillakin algebran taidoilla ndhda myo6s, miten juoksemalla
paasee kohteeseen mahdollisimman nopeasti. My6hemmin tallaiset
aariarvotehtavat ratkaistaan ilman kuvaa differentiaalilaskennan avulla.

Jussin ja Kallen pitaisi molempien ehtid mahdollisimman nopeasti 7.0
km paahan. Kaytettavissaan heilla on yksi pyora, joka ei kanna kahta
samanaikaisesti. Poikien juoksu- ja pyo6railynopeudet ovat

V) v; =20, v, =40, v,=80jav, =70

a) v,=40, v, =30, v,=80 ja v, =6.0 yksikkona m/s.

Jussi lahtee pyoralla, jonka jattaa tien varteen jatkaen matkaa juosten.
Kalle taas juoksee alkumatkan ja pyorailee loppumatkan. Kuinka pitkan
matkan Jussi pyOrailee, jotta pojat olisivat perilla samanaikaisesti?

Tarkastellaan Jussia ja Kallea, joiden — , R —
juoksu- ja pyorailynopeudet on annettu J B X M
edellisen tehtdvan kohdissa v) ja a).

Juoksunopeudet eivét riipu maastosta. Ke

Nyt pojat lahtevat eri paikoista J ja K . Jussin on edettava kuvan suoraa
tietd pitkin pisteesta J kohteeseen M. Alkumatkan han ajaa pyoralla,
jattaa pyoransa tienvarteen pisteeseen X ja juoksee loppumatkan. Kal-
le taas juoksee maastossa pisteesta K suoraan sita pistettd X kohden,
johon Jussi jattaa pyoran, ja ajaa loppumatkan pyoralla. Kuinka pitkan
matkan JX Jussi pyorailee, jotta pojat olisivat perilla samanaikaisesti?
Etaisyydet ovat IM=8.0 km, JB=3.0 km ja KB=2.0 km. KB on Kallen
l&htOpisteen kohtisuora etaisyys tiesta.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 65
Ojalain laskuopit




7.5 Polynomin tekijoihinjako

Johdantoesimerkki. Muodostetaan

a) kolmannen asteen polynomi, jonka nollakohdat ovat 1, 2 ja 3 ja jonka
johtavan (eli korkeimman asteen) termin kerroin on 4:

laskimella

Q(X)=4(x-1D)(x-2)(x-3) = 4x®-24x*+44x-24
b) kolmannen asteen polynomi, jonka nollakohdat ovat —2 ja 3+ 4i ja jonka
johtavan termin kerroin on 5

laskimella

R(X)=5(x —(-2))(x - (3+4i))(x —(3—-4i)) = 5x>-20x*+65x +250

Huomautus. Johdantoesimerkin mukaan polynomin nollakohdat maarittavat
polynomin tekijat. Tulos on yleisestikin voimassa:

Lause. Jokainen n. asteen polynomi P(x)=a_ x" +...+&X+a, voidaan jakaa
nollakohtiensa x,,..., X, ja johtavan kertoimen a_ avulla tekijéihin seuraavasti:

P(x) = an(x _Xl)(x _Xz)--.(x _Xn)'

Huomautus. Edellisessa lauseessa mainittuja polynomin P(x) nollakohtia on
algebran peruslauseen mukaan polynomin asteluvun n mukainen maara.
Jotkin luvuista x; voivat olla keskenaan samoja, jolloin kyseista nollakohtaa
sanotaan useammankertaiseksi nollakohdaksi ja sitd vastaa useammankertai-
nen tekija. Luvuista x, osa voi olla myds imaginaarisia, jolloin imaginaarisen
nollakohdan liittoluku on myds nollakohta (edellyttaen, ettd polynomi P(x) on
reaalikertoiminen kuten kaytannon tehtavissa tavallisesti onkin).

Esimerkki. Polynomin P(x)=x*-6x> +16x* —26x +15 kaikki nollakohdat
1+2i , 1ja3 loytyvat nopeimmin laskimella ja niiden avulla saadaan polyno-
min jako ensimmaisen asteen tekijoihin

P(X)=(x-1-21)(x -1+ 2i)(x -D)(x—-3).
Tuloksen voi tarkistaa suorittamalla |0ydettyjen tekijoiden kertolaskut auki ka-
sin tai laskimella. Mikali imaginaariset liittotekijat kerrotaan kesken&an, niin
saadaan saman polynomin jako reaalisiin tekijoihin

P(x) = (x> —=2x +5)(x —=1)(x —3),

jota ei voi mitenk&én jakaa reaalisiin ensimmaisen asteen tekijoihin.

Huomautus. Edellisen esimerkin mukaisesti reaalikertoimisen polynomin
Imaginaariset nollakohdat esiintyvat aina liittolukupareina. Tallaista paria vas-
taa polynomin tekijoihinjaossa kaksi imaginaarista ensimmaisen asteen teki-
j&&, joiden tulona saadaan reaalikertoiminen toisen asteen tekija.
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Esimerkki. Koska polynomin P(x)=2x*-5x*-9x +18 nollakohdat ovat
1.5, -2 ja 3, niin kertomalla kerroin 2 tekijan (x —1.5) sisaan saadaan lopul-
ta kyseisen polynomin kokonaiskertoiminen tekijoihinjako

P(X)=2(x-15XX-(-2)(x—-3)=2x-3)(x+2)(x —-3) .

Esimerkki. Polynomilla P(x) = x* —4x* +5x —2 on vain nollakohdat 1 (ns.
kaksinkertainen nollakohta) ja 2, joten P(x)=(x-1)*(x—2).

Koska laskimesi ei ehka nayta nollakohdan kaksinkertaisuutta (muuta kuin
tekijoihinjaon lopputuloksessa olevan eksponentin avulla), niin nollakohtien 1
ja 2 lbytymisen jalkeen tiedamme, etta jommankumman nollakohdan on oltava
kaksinkertainen nollakohta. Tilannetta voi tutkia suorittamalla jakolaskun

P(x)

——=2 — =x -1, jolloin selviaa, ettd x =1 on kaksinkertainen nollakohta.
(X-D(x-2)

Huomautus. Useammankertainen nollakohta nakyy polynomin kuvaajassa
siten, etta useammankertaisen nollakohdan laheisyydessé kuvaaja seuraa jon-
kin matkaa x-akselia paremmin kuin yksinkertaisen nollakohdan l&heisyydessa.

Tama ilmenee havainnollisesti polynomien y =(x-1)"(x—-2) (n=12,3)
kuvaajista, joissa nollakohta x =1 on vuorollaan 1-, 2- ja 3-kertainen.

b
Lo

u
12

y

12

- 1 2 3 1 1 2 3
-1 . . . 11 . . . - . . .

Huomautus. Laskimen TI-Nspire CX CAS komennoilla
Factor(polynomi, muuttuja) ja cFactor(polynomi, muuttuja)
voit yhtal6a ratkaisematta maarittaa (riittdvan helpon) polynomin jaon joko
- reaalisiin enintaan toista astetta oleviin tekijoihin tai
- ensimmaisen asteen tekijoihin, jotka voivat olla imaginaarisiakin.

Huomautus. Polynomien tekijéihinjakoa voi hyédyntaa esimerkiksi rationaali-
lausekkeiden sieventamisessa.

x> -5x+4 _ (x=N(x-4) _4

Esimerkki. o 13y 5 N
+3X — 2
2(x~<T)(x + >)
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Huomautus. Symboliset laskimet suorittavat edellisen esimerkin supistuksen
pyytamattakin. Kehittyneet laskimet jopa huomauttavat, etta uusi supistettu

lauseke ei ole sama kuin alkuperainen, silla lausekkeiden maarittelyjoukot ovat
erit. Edellisenkin esimerkin lahtolauseke ei ole maaritelty muuttujan x arvoilla 1
ja —2.5, kun taas supistettu lauseke on méaarittelemétta vain arvolla x =-2.5 .

Harjoitustehtavia

7.5.1 Laske tama tehtava seka kasin etta laskimella.

v1l) Osoita, ettd polynomin P(x) = 2x° + x> —13x + 6 nollakohdat ovat
1/2, 2 ja—3. Jaa polynomi P(x) kokonaiskertoimisiin tekijoihin.

v2) Osoita, etta 1, 2 ja imaginaariyksikko i ovat polynomin
R(x) = x* —3x® + 3x* —3x + 2 nollakohtia. Mik& on polynomin
neljds nollakohta? Jaa polynomi R(x) sek@ ensimmaisen asteen
tekijoihin etta reaalisiin tekijoihin.

a) Osoita, ettd 0, 1, 1/2 ja —1/3 ovat polynomin S(x) =6x* —7x® + X
nollakohtia. Onko polynomilla muita nollakohtia? Jaa polynomi S(x)
lopuksi kokonaiskertoimisiin ensimmaisen asteen tekijoihin.

b) Osoita, etta polynomilla T(x) = x® —3x* +4x —2 on nollakohtina 1
ja 1+i. Maarita polynomin muut nollakohdat. Jaa polynomi T (x)
seka ensimmaisen asteen tekijoihin etta reaalisiin tekijoihin.

7.5.2 v) Polynomin P(x)=4x"*—-8x®-19x*+23x—6
kuvaaja leikkaa oheisen kuvan mukaisesti 3 -
x-akselia kohdissa -2 ja 3 seka sivuaa x-
akselia kohdassa 0.5 . Jaa polynomi koko-
naiskertoimisiin tekijoihin ilman laskinta.

a) Polynomin Q(x)=x®-6x"*+9x*—-4
kuvaaja leikkaa oheisen kuvan mukaisesti

R g ] .
x-akselia kohdissa —2 ja 2 seka sivuaa AN AN
x-akselia kohdissa —1 ja 1. Jaa polynomi N

. . . -5 . . .

tekijoihin ilman laskinta.

7.5.3 Jaa kasin ja laskimella mieluiten kokonaiskertoimisiin tekijoihin polynomit
vl) P(x)=3x*-5x+2 Vv2) Q(x)=6x"—x*-x* v3) R(x)=x*+3x*-4
a) S(X)=4x*+4x+10 b) V(x)=x*+8x*-9 c¢) W(x)=3x3+5x°-2x

6x°> —5x—1 v2) 5x* —3x3® —2x?

7.5.4 Sievenna vl) 5 5
3X°+2x-5 3X“+x-4
) x> +3x—4 b) x*+3x*-4 c) 6x”+5x+1
x> +7x—8 x* —5x*-36 3x* —5x% —2x?
68 JJ Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 68
Ojalain laskuopit




8. YHTALORYHMISTA

8.1 Yhtaléryhmien ratkaisutapoja

Yhtaléryhmaa ratkaistaessa haetaan kaikkia niitd tuntemattomien arvoja, jotka
toteuttavat kaikki annetut yhtalot.

Hyvin usein yhtalopari ratkaistaan sijoituskeinolla, jolloin helpommasta yhta-
|6sta "ratkaistaan” toinen tuntematon toisen tuntemattoman avulla. Kun "rat-
kaistun" tuntemattoman lauseke sijoitetaan kayttamattomaan yhtaloon, jaa jal-
jelle vain yksi tuntematon, joka ratkaistaan. Kun saatu arvo sijoitetaan alussa
“ratkaistun" tuntemattoman lausekkeeseen, saadaan taméakin lopullisesti rat-
kaistua.

Esimerkki. Ratkaistaan edellisten ohjeiden mukaisesti yhtalépari
3x+4y =11
{ 5x+y=7 << y=7-5X
Sijoitetaan y:n lauseke ylempaan yhtaloon, jolloin saadaan
X+4(7-5x)=11 & -17x=-17 < x=1
Sijoitetaan saatu x:n arvo y:n lausekkeeseen:

X=1
y=2

y=7-5-1=2 Vastaus :
Sijoittamalla saatu ratkaisu takaisin alkuperaiseen yhtaldpariin voidaan todeta,
etta l6ydetyt arvot todella toteuttavat molemmat yhtalot.

Saman yhtaléparin voi ratkaista myds mydhemmin tarkemmin esiteltavalla yh-
teenlaskukeinolla, jolloin valivaiheet ovat seuraavat:

3x+4y =11 |(-1) | 5
5+ y=7| 4 |(-3)
17x =17 x=1

17y =34 < y=2

Opettele ratkaisemaan yhtaléryhmat myos laskimellasi. Sopiva komento voi
olla esimerkiksi

3x+4y =11 . _ _
solve({SX by =7 ,x,yj tai solve(3x +4y =1land5x+y =7, {X y)
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Sijoituskeinoa voi kayttaa useammassa vaiheessa my6s isommankin
yhtaléryhmén ratkaisemiseen seuraavan esimerkin mukaisesti.

Ax+3y +2z=7
Esimerkki. {x+2y +3z=0
x*+y*+2°=5
4(-2y -3z)+3y +2z=7
{(—Zy—Sz)2 +y*+2°=5

Ratkaistaan keskimmaisesta x = -2y —3z
ja sijoitetaan x:n lauseke muihin yhtaldihin

| Muokataan kumpaakin yhtaloa

-5y -10z =7 Ratkaistaan ylemmastay = -1.4 -2z
5y +10z° +12yz-5=0 ja sijoitetaan alempaan
= 5(-1.4 - 2z)* +10z* +12(-1.4 - 2z)z -5 =0 | Muokataan yhtaloa

< 62% +11.2z+ 4.8 =0 | Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla
2, ~—0.67

=N :
z,=-1.2

Sijoitetaan z:n arvot yksi kerrallaan edelld saatuun y : n lausekkeeseen
seka z :njay :n arvot lopuksi x:n lausekkeeseen, jolloin saadaan

2,~-0.67 y;=-0.07, 2,~-0.67
y,=-14-2z, =~ -0.07 . X, =-2y, -3z, ~ 2.13
z,=-1.2 Ja yo=1, z,=-1.2
y,=-14-2z, =1 X, =-2Y, -3z, = 1.6
X, = 2.13 X, =1.6
Vastaus: Ryhmalla on kaksi ratkaisua <y, = -0.07 ja 4y, =1
z, ~ -0.67 z,=-1.2

Kaytannossa insindorin kannattaa tietenkin ratkaista yhtaloryhmaét seké ajan
saastamiseksi etta virheiden valttdmiseksi tehokkailla apuvalineilla. Tarvittava
syote on edellisen sivun mallien kaltainen.

Tarkastelemme seuraavaksi lineaarisen yhtaloparin ratkaisemista
yhteenlaskukeinolla. Siind yhtal6ét sopivasti kertomalla ja yhteenlaskemalla
pyritaan toinen tuntematon eliminoimaan, jolloin jaljelle jaa yksi yhtalo ja yksi
tuntematon, joka on helppo ratkaista. Kun ratkaistun tuntemattoman arvo sijoi-
tetaan jompaankumpaan annetuista yhtaldista, saadaan toinenkin tuntematon

ratkaistua.
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3X+4y =7

Esimerkki. Ratkaistaan yhteenlaskukeinolla yhtalopari :

5x -6y =11
Tuntemattoman y kertoimet 4 ja —6 ovat "yhteensopivammat” kuin x:n kertoi-
met 3 ja 5, silla y:n kertoimista saadaan "nollasumma” kertomalla luvuilla 3 ja
2, kun x:n kertoimet olisi kerrottava hankalammilla luvuilla 5 ja —3.

Aletaan siis eliminoida tuntematonta y kerto- 3x+4y = 7 |3
malla yhtal6t luvuilla 3 ja 2, jotka merkitdan {5)( ~ ey=11 | 2
yhtéldiden peraan, jotta lukija nakisi, mita Ox+12y =21
yhtaldille on tehty. 10x-12y =22 |
Seuraavaksi kerrotut yhtalot lasketaan yhteen, 43
minka merkiksi yhtaldiden peraan on kirjoitettu 19x=43 < x=7g
plusmerkki. Sitten summayhtalosta ratkaistaan x. Sijoitetaan x
. . . . . _7-3X% ~ 1

Lopuksi y ratkaistaan vaikkapa ensimmaisesta = =

s s = 4 19
yhtalosta kayttaen tuntemattoman x arvoa. =
Vertailun vuoksi eliminoimme tuntemattoman x 3x+ 4y = 7 5

kertomalla yhtalét hankalammilla luvuilla 5 ja =3. {5y _ 6y=11 |-(-3) +
Talla kertaa emme kuitenkaan kirjoita kerrottuja

yhtalsita nakyviin vaan laskemmekin suoraan By=2 <y =%=%
su_rnmgyhtéf?iltjn. Marginaz_;tlin merkinndigta lukija 7-ay Sijoitetaany43=
voi kuitenkin selvittdd, mita on tehty. Oikean X=——= = ==

e . " 3 19
reunan plusmerkkia ei ole aina tapana merkita =
nakyviin. Summayhtéalosta on ratkaistu y ja sen avulla lopuksi x.

Isompikin lineaarinen yhtaléryhma ratkaistaan usein yhteenlaskukeinolla, jol-
loin yhtal6ita sopivasti kertomalla ja yhteenlaskemalla johdetaan toistuvasti
uusia, aina yhta yhtal6a pienempia ryhmia, joissa kussakin vaiheessa on eli-
minoitu yksi tuntematon lis&é pois.

Laskusuoritusten seuraamisen helpottamiseksi yhtaldiden kertojat merkitaan
jalleen yhtaléiden kohdalle pystyviivojen taakse: ensimmaisen pystyviivan pe-
rassa ovat ne kertojat, joita kaytetaan ensimmaisen summayhtaléon muodos-
tamiseen, toisen pystyviivan perassa ovat ne kertojat, joita kaytetéan toisen
summayhtalén muodostamiseen, sitten kolmannen jne. Vaikka kertomalla saa-
tuja yhtaloita ei kirjoitetakaan nakyviin, niin merkityt kertojat ilmoittavat, miten
summayhtalét on saatu.

Jos eliminoitavana oleva tuntematon puuttuu jostakin yhtalésta, niin kyseinen
yhtal6 otetaan sellaisenaan mukaan uuteen ryhmaan, minka merkkiné pysty-
viivan perassa on vain yksi ykkénen ko. yhtalén kohdalla.

71 JJ Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 71
Ojalain laskuopit




2X +y -3z +4u=5
6X —-y+4z +3u=2
4x -2y +2z +5u=3
Ax +2y -2z +3u=5

Esimerkki. Ratkaistaan yhtaloryhma

Koska tuntemattoman y kertoimet 1, —1, — 2 ja 2 ovat "yhteensopivimmat”, niin
muodostamme ensin yhteenlaskukeinolla kolme yhtéld4a, joista kaikista on eli-
minoitu tuntematon y. On huomattava, etté jokaista neljasta annetusta yh-
talosta on kaytettava ainakin kerran. Eliminointia ei siis saa suorittaa siten,

etta ensin kaytetaan ensimmaista ja toista yhtaloa, sitten ensimmaista ja kol-

matta ja lopuksi toista ja kolmatta yhtaloa. Talléinhan neljas yhtalo jaisi vallan
huomiotta!

Numerointia (1) — (3) hyédynnetddn myéhemmin.

(3) 2X +y-3z +4u=5 112 4(-2)
6X —-y+4z +3u=2 1
4x -2y +z +5u=3 1
4x+2y -2z +3u=5 -1
(2) 8x +z +7u=7 .
8x -5z+13u =13 (-1
4z -5u=-5 1
(@ 6z —-6u=-6 .
4z -5u=-5 (=3)

3u=3<u=1

Numeroiduista yhtéldista saadaan muut tuntemattomat yksitellen:
1) - z-==6+6u_-6+6-1_4,
1) .. z 5 5

ROFRO

(2) X:7—Z—7U :7—0—7'1:0

5 5 Vastaus:

cC N X

(3) .. y=5-2x+3z-4u=5-2.0+3-0-4-1=1

Huomautus. Vaikka edellisen yhtaléryhman kertoimet ovat poikkeuksellisen
mukavia kokonaislukuja, niin k&sin suoritettuina laskut muodostuvat ikaviksi.
Koska laskujen suorittaminen ei yleensa mitenkaan valaise itse sita fysi-
kaalista tai teknista ongelmaa, johon ratkaistava yhtaléryhma liittyy, niin
kaytannossa tallaiset yhtaléoryhmat kannattaa tietenkin seké ajan saas-
tamiseksi etta virheiden valttdmiseksi suorittaa tehokkailla apuvalineill&.

Tarkastelemme seuraavaksi viela paria yhtaloryhmaa, joiden kasin- ja laskin-
ratkaisuissa ilmenee jotakin poikkeuksellista.
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Esimerkki. Ratkaistaan yhteenlaskukeinolla seuraava ryhma:

—X+2y-3z2=2 1 |1 L . e
X—3y +4z =3 1 Eliminoidaan tasta ryhmasta x, koska
X —y+27=-6 .1 | silla on yhteensopivimmat kertoimet.
-y +z=5 1 Eliminoidaan tasta parista y, jolloin jal-
y —-z=-4 |1 jelle yleensa jaisi vain tuntematonta z.
0z=1

Koska paadyimme mahdottomuuteen, niin ryhmalla ei ole ratkaisuja.

Tl-laskin tulostaa tatd ryhmaa ratkaistaessa ilmoituksen false.

Esimerkki. Ratkaistaan edella ollut ryhmé uudelleen muuttaen kolmannen
yhtalon vakiotermin -6 tilalle luku —7:

—X+2y-32=2 11
X—-3y+4z=3 1
X —-y+2z=-7 -1

-y +z=5 1
y —-z=-5 1
0z=0
Viimeinen yhtalo toteutuu kaikilla z:n arvoilla. Muut tuntemattomat saadaan
sijoittamalla z:n mielivaltainen arvo vaakaviivojen ylapuolella oleviin Iahimpiin
yhtaldihin: y=z-5 ja x=y-2z-7=-z-12.

Ratkaisuja on siis darettdmén monta ja vastaus voidaan antaa esimerkiksi

Z mielivaltainen
muodossa: X=-z-12
y=z-5

Yksittaisia ratkaisuja saadaan antamalla z:lle eri arvoja:
Jos esimerkiksi z=0 , niin x=-12 ja y =-5.
Jostaas z=-0.1, niin x=-119 jay=-5.1.

Huomautus. Laskimet voivat kdyttad mielivaltaisen reaaliluvun tunnuksena

esimerkiksi symboleja c1, c2, ... ja mielivaltaisen kokonaisluvun tunnuksena

symboleja n1, n2, ... Tallainen laskin antaisi yo ryhman ratkaisun muodossa
Xx=—-1l-12 and y=cl-5 and z=cl,

misséa c1 on mielivaltaisen luvun symboli, jonka paikalla voi hyvin joka paikas-

sa olla vaikkapa c2. Paaasia on, etta yhtéa yksityisratkaisua muodostettaessa

jokainen samalla indeksilla varustettu c-symboli korvataan samalla luvulla.
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Esimerkki. Tulkitaan laskimen antama yhtaléryhman ratkaisu
x=c4 and y=c5 and z=c4+3c5 and t=2c4-c5+1.

Ratkaisuja on aarettoman monta ja ne voidaan esittdd seuraavasti:
x mielivaltainen
y mielivaltainen
Z=X+3y
t=2x-y+1

Ryhman yksittaisratkaisuja Ioydetaan antamalla x:lle ja y:lle mielivaltaisia arvo-
ja, jotka voivat olla keskendén joko yhta suuria tai erisuuria. Seuraavassa on
laskettu malliksi kolme yksittaisratkaisua:

x=0, y=0, z=0+3-0=0, t=2-0-0+1=1 ja

x=0, y=1, z=0+3:1=3, t=2-0-1+1=0 ja

x=2, y=-3, z=2+3-(-3)=—7,1t=2-2—-(-3)+1=8 jne...

Harjoitustehtavia

8.1.1 Ratkaise mahdollisimman monin eri tavoin

2x -3y =5 2x+3y =11
a
IX+y=3 X —y=4
8.1.2 Ratkaise seka kasin etta laskimella ryhmat
3X-y+5z2=2 2X+y-3z=5
V) {7X+2y+3z2=9 a) \-3X-y+2z=-7
A4X+y —-72=5 5x+2y -4z =12
8.1.3 Ratkaise seké kasin etta laskimella seuraavat poikkeukselliset ryhmat
X+y+z=3 X+y+z=3
vl) { 2X+y-z=2 V2) 4 2X+y—-2=2
4x +3y+z2=5 4x +3y+z2=8
2X+y—-3z=5 2X+y-3z=5
a) < —3X-y+2z=-7 b) {-83x-y+2z=-7
5x+2y -5z2=12 5x+2y -5z=11

8.1.4 Ratkaise kasin ja laskimella seuraavat ryhmat, joissa on enemman
tuntemattomia kuin yhtaloita.

IX+y—-z=5 2X-2y +z2=2
6X+y+z=3 X+8y-2z=1

Opastus: Kasin laskiessasi esita kaksi (helpoimmin ratkaistavaa) tunte-
matonta kolmannen avulla, jonka arvo saadaan valita mielivaltaisesti.
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8.1.5 Ratkaise sekéa kasin etta laskimella seuraavat ryhmét, joissa on
enemman yhtaléita kun tuntemattomia.

2x-y =0 2x-y =0

vl) {5x+13y =30 v2) <5x+13y =31
X+y =3 X+y =3

X +8y =22 7X+8y =21

a) Xx—-2y =0 b) X—-2y =0 .
X +y=3 X +y=3

Opastus: Kasin laskiessasi ratkaise ensin mahdollisimman helppo
osaryhma, jossa yhtéldita on sama maara kuin tuntemattomiakin.
Tutki lopuksi, toteuttaako lI6ytamasi ratkaisu kayttamattoman yhtalon.

Laskimella laskiessasi voit ratkaista heti koko ryhman.

8.1.6 Laskin TI-89 kayttaa mielivaltaisille luvuille merkintéja @1, @2, ...
seka mielivaltaisille kokonaisluvuille merkintéja @n1, @n2, ...
Tulkitse taman laskimen antama ratkaisu tavallisemmassa muodossa
ja kirjoita nakyviin kolme yksityisratkaisua, kun laskimen tuloste on

B X=@ 2 X =@n4
vl1) {X:gi v2) iy =@3 v3)iy=z-@n4
y= 7-@2+@3+1 2-3.@n4
_ X=2 X=2
a) {X:@Z b){y=@7 c)iy=27-@n8
y=0 2=2.@7+1 Z=@n9

v4) Anna yksi ryhman a ratkaisu, joka ei ole ryhman v1) ratkaisu

v5) Onko ryhmilla v2) ja b) yhteista ratkaisua (ts. sellaista ratkaisua, joka
on molemmissa ryhmissa)?

v6) Onko ryhmilla v3) ja c) yhteistéa ratkaisua?

8.1.7 Mitka kaksi tai kolme seuraavien kohtien kolmesta ratkaisujoukosta si-
saltavat samat ratkaisut?

X = mielivalt. y = mielivalt. z = mielivalt.

V) <y =2X : X =2y , «X=2z/3
z = 3X z=23y y=2z/3

) X = mielivalt. y = mielivalt. X = mielivalt.
y =2X o x=y/2 Coly=x/2
x = mielivalt. y = mielivalt. z = mielivalt.

b) Jy=x+1 : x=y-1 , IX=z2-2
Z=X+2 z=y+1 y=z-1
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8.2 Lineaaristen yhtaloryhmien ratkaisujen
lukumaarista

Lineaarisen yhtaléryhman kaikki yhtélot ovat lineaarisia eli 1. asteen yhtaloita.
Talloin yhtaloissa esiintyy vakiotermien lisdksi vain tuntemattomien ensimmai-
sen asteen termeja vakioilla kerrottuina, ei tuntemattomien muita potensseja,

ei tuntemattomia sisaltavia funktioita eikd tuntemattomien sekatuloja kuten Xxy.

Yhden tuntemattoman lineaarinen yhtald a-x=b (missa a eroaa nol-
lasta) esittdd yhté lukusuoralla olevaa pistetta x=b/a.

Yhden tuntemattoman lineaarisella yhtaloparilla tai -ryhmalla ei yleensa ole
ratkaisua, silla vain poikkeustapauksissa yhtalot ovat siten yhteensopivia, etta
yhden yhtalon ratkaisu toteuttaa muutkin yhtalot.

Esimerkki. Yhden tuntemattoman lineaarisella yhtalélla 2x =5 on yksi rat-
kaisu x =2.5 .

2x =4
3x=7
ka ensimmaisen yhtalon ratkaisu x =2 ei toteuta jalkimmaista yhtaloa.
2x =4
3X=6
ratkaisu, koska molemmilla yhtal6illa on sama ratkaisu x =2.

Yhden tuntemattoman lineaarisella yhtaloparilla { ei ole ratkaisua, kos-

Yhden tuntemattoman lineaarisella yhtaloparilla { on poikkeuksellisesti

Kahden tuntemattoman lineaarinen yhtaldo ax+by =c (missa ataib
tai molemmat eroaa nollasta) esittaé jotakin xy-tason suoraa, joten kahden
tuntemattoman yhdella lineaarisella yhtalolla on &arettdbman monta ratkaisua,
jotka edustavat suoran kaikkia pisteita.

Kahden tuntemattoman lineaarinen yhtalépari esittda kahden suoran yhteisia
pisteitd, joita tavallisesti on yksi, mutta poikkeustapauksissa 0 tai aarettoman
monta. Ratkaisujen lukumaara riippuu siitd, leikkaavatko suorat toisensa tai
ovatko ne yhdensuuntaiset (olematta kuitenkaan sama suora) tai onko kysees-
sa sama suora.

Kahden tuntemattoman lineaarisella ryhmalla, jossa yhtal6itd on vahintaan
kolme, ei yleensa ole ratkaisua, silla yleensa tason kolmella suoralla ei ole yh-
teisia pisteita. Poikkeustapauksissa ratkaisuja on 1 tai aarettbman monta, jos
kaikki suorat kulkevat saman pisteen kautta tai ovat jopa sama suora.
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Esimerkki. Kahden tuntemattoman lineaarinen yhtalé 2x +y =1 esittda suo-
raa, joten talla yhtalolla on aarettéman monta ratkaisua, jotka voidaan esittaa

X mielivaltainer tai muodossa Y mielivaltainen

muodossa {y 1o X =(l-y)/2

Esimerkki. Kahden tuntemattoman lineaarisella yhtaloparilla 2;‘( J_rz f;
Xx=1

on yksi ratkaisu { 1 joka esittdd kahden suoran leikkauspistetta.

2x+y =1
y =-3-2X

tamat suorat ovat yhdensuuntaiset olematta sama suora.

Esimerkki. Yhtaloparilla { ei ole ratkaisua, koska yhtaloiden esit-

2Xx+y =1
y =1-2x

yhtalot esittavat samaa suoraa. Ratkaisut voidaan esittdd esimerkiksi muodos-

Esimerkki. Yhtaloparilla { on aarettoman monta ratkaisua, koska

sa X mielivaltainen

y =1-2x
2Xx+y =1
Esimerkki. Kahden tuntemattoman lineaarisella ryhmalla { x-y =2 ei
3X-y =5

ole ratkaisua, silla kahden ensimmaisen suoran leikkauspiste (1,—1) ei ole
kolmannella suoralla.

2x+y =1
Esimerkki. Kahden tuntemattoman lineaarisella ryhmalla { x-y =2 on

3x-y=4
ratkaisu ; i {1, silla kahden ensimmaisen suoran leikkauspiste (1,—1) on

kolmannella suoralla.

2x+y =1
Esimerkki. Kahden tuntemattoman lineaarisella ryhmalla {y =-2x+1  on
x =0.5-0.5y

aarettdoman monta ratkaisua, koska kaikki yhtalot esittavat samaa suoraa.
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Kolmen tuntemattoman lineaarinen yhtal6 ax +by +cz=d (missa
ainakin yksi kertoimista a, b ja ¢ eroaa nollasta) esittdéd avaruudessa olevaa
tasoa, joten talla yhtalolla on aarettoman monta ratkaisua, jotka esittavat
kyseisen tason pisteitd. Jos esimerkiksi ¢ =0, niin tason pisteen korkeusase-

ma xy-tason pisteen (X,y,0) kohdalla saadaan em yhtal6sta z =w.

ax+hby+cz=d
ex+fy +gz=h
den tason yhteisia pisteitd, jotka tavallisesti muodostavat tasojen leikkaussuo-
ran. Poikkeustapauksessa tasot voivat olla yhdensuuntaiset tai jopa sama ta-
so. Talla yhtaloparilla on siis tavallisesti darettbmén monta ratkaisua (vastaten
tasojen leikkaussuoraa tai samaa tasoa) tai poikkeustapauksissa parilla ei ole
yhtaan ratkaisua (vastaten yhdensuuntaisten mutta eri tasojen tapausta).

Kolmen tuntemattoman lineaarinen yhtéalopari esittda kah-

ax+by +cz=d
Kolmen tuntemattoman lineaarinen yhtaléryhma < ex +fy + gz = h esittaa
X+ jy +kz =1
kolmen tason yhteisia pisteita, joita tavallisesti on 1 tai poikkeustapauksissa 0
tai aarettbman monta. Tavallisin tapaus on se, jossa kahden ensimmaisen ta-
son maaraama leikkaussuora puhkaisee kolmannen tason yhdessa pisteessa.
Poikkeustapaukset liittyvat esimerkiksi sellaisiin tilanteisiin, joissa
- ainakin kaksi tasoista ovat yhdensuuntaisia olematta sama taso, jolloin ta-
soilla ei tietenk&én ole yhteisia pisteita
- kaikki kolme tasoa kulkevat saman suoran kautta, jolloin tasot muodostavat
erddnlaisen siipirattaan ja tasoilla on darettdmén monta yhteista pistetta,
jotka sijaitsevat siipirattaan akselilla.

Jos kolmen tuntemattoman lineaarisessa ryhméassa on enemman kuin kolme
yhtaloa, niin ryhmalla ei tavallisesti ole ratkaisua, koska on melkoinen sattuma,
jos kolmen ensimmaisen tason yhteinen leikkauspiste osuu neljannelle tasolle.
Poikkeustapauksessa téllaisella ryhmalla voi olla 1 tai aarettdtman monta rat-
kaisua. Yksi ratkaisu saadaan esimerkiksi tapauksessa, jossa kolmen ensim-
maisen tason leikkauspiste on sattumalta neljannellakin tasolla. Adrettoméan
monta ratkaisua saadaan tapauksessa, jossa kaikki tasot kulkevat saman suo-
ran kautta muodostaen taas "siipirattaan”.

Edella suoritettua tarkastelua voitaisiin jatkaa useampiakin tuntematto-
mia kasittaviin lineaarisiin yhtaloryhmiin. Muuttujien x, y, z, ... lukumaara ja
muuttujia koskevien lineaaristen yhtéaldiden lukumaara luonnehtivat mahdollis-
ten ratkaisujen lukumaéaréaa seuraavan yhteenvedon mukaisesti.
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Yleisesti voidaan todeta, etta

- Lineaarisella yhtaloryhmalla on aina joko 0, 1 tai « ratkaisua. Ratkai-
suja ei milloinkaan ole 2, 3, 4, ...

- Jos lineaarisessaryhmassa on yhta monta yhtaléa kuin tuntematon-
ta, niin ryhmall& on tavallisesti 1 ratkaisu, poikkeustapauksissa rat-
kaisujavoiollaOtai .

- Jos lineaarisessaryhmassa on yhtalditda enemman kuin tuntematto-
mia, niin ryhmalla on tavallisesti O ratkaisua, poikkeustapauksissa
ratkaisuja voi olla 1 tai «.

- Jos lineaarisessaryhmasséa on yhtal6itd vahemman kuin tuntemat-
tomia, niin ryhmalla on tavallisesti « ratkaisua, poikkeustapauksissa
0 ratkaisua (ei kuitenkaan yhté ratkaisua! Vertaa: kahdella tasolla ei
voi olla tarkalleen yhta yhteista pistetta.)

Harjoitustehtavia

8.2.1 Montako ratkaisua voi olla lineaarisella yhtaloryhmalla?

8.2.2 Taydenna lineaarisen yhtéldoryhman ratkaisujen maaraa esittava taulukko:

Ratkaisujen Ratkaisujen muut
tavallisin maara | mahdolliset maarat

Tuntemattomia enemman
kuin yhtaloita
Tuntemattomia ja yhtaloita
sama maara

Tuntemattomia vahemman
kuin yhtaloita

8.2.3 Mikali mahdollista valitse seuraavissa yhtaloryhmissa kertoimille a, b, c, ...
jotkin sellaiset arvot, etta ryhmalla (i) on yksikasitteinen ratkaisu
(ii) on aarettdoman monta ratkaisua  (iii) ei ole yhtaén ratkaisua.
Kirjoita myds ryhman ratkaisu kyseisilla kertoimien arvoilla.

X4+2V =3 X+2y =3 X4+ 2V =3 2x+3y =10
vi) Y=< v2){2x+3y=5 a) Y=° b){5x+6y=17
2x+ay =b 3x+5y =C dx+5y =e 3x+3y =f

8.2.4 Mikali mahdollista keksi lineaarinen yhtaloryhma, jolla on
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) « ratkaisua.

8.2.5 Hahmottele muuttujia x, y ja z koskevien yhtaldiden esittdmia tasoja
erityisesti avaruuden positiivisessa osassa tutkimalla, missa tasot
(mahdollisesti) leikkaavat koordinaattiakselit:

vl) 2x+3y +4z=12 v2) X+y-z=2 v3) y+2z=4

a) X+2y+3z=6 b) 2x+3y=6 ¢) x=3 d) z=2
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8.3 Epalineaarisista yhtaloryhmista

Yhtaléryhmaa sanotaan epalineaariseksi, jos ainakin yksi ryhman yhta-
|6ista on epélineaarinen. Yhtalo on epalineaarinen, jos siiné esiintyy

tuntemattoman jokin muu kuin ensimmainen potenssi (x%, 1/x, /X, ...)
tai tuntemattomien tulo (x-y , ...) tai tuntematonta sisaltava funktio
(sinx, In(x+vy), ...).

Kahden tuntemattoman epadlineaarinen yhtalo esittaa yleensa jotakin
tasossa olevaa kaarevaa viivaa. Kahden tuntemattoman epalineaarinen
yhtal6pari esittda kahden tallaisen viivan yhteisia pisteitd, joita voi olla
0,1,2,3,..., ©.

Vastaavasti kolmen tuntemattoman epdalineaarinen yhtalo esittaa yleenséa
jotakin avaruudessa olevaa kaarevaa pintaa. Kolmen tuntemattoman epa-
lineaarinen yhtalopari esittdd kahden tallaisen kaarevan pinnan yhteisia
pisteitd, jotka tavallisimmin muodostavat jonkin viivan, mutta yhteiset
pisteet voivat olla erillisiakin pisteita, joitaon 0,1, 2, ..., «». Yhtéldiden
lukumaaran kasvaessa ratkaisujen maara luonnollisesti yleensa vahenee.

Epalineaarisen yhtaléryhman ratkaisemiseksi ei ole yleista algoritmia,
vaikkakin epalineaarisen ryhman saa toisinaan ratkaistua esimerkiksi
sijoitusmenetelmalla tai laskimella tai tietokoneella.

Huomautus. Epélineaarisen ryhman ratkaisujen maara voi olla
0,1,2,3,4, ..., .

Esimerkki. Kuva esittaa 2-sateista ympyraa
x® +y? =4 ja ylospain aukeavia paraabeleja
y =x°+cC, missd c saa arvot 3, 2, 0, -2 ja -3
siirryttaessa ylimmalta paraabelilta alimmalle.

Kuvasta selvida yhtaloparien a - e) ratkaisujen
lukumaarat:

y=x*+3
X?+y? =

a) Parilla {

y=x*+2

b) Parilla {

SOJ

XZ

+y?
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. y =x° _ _ X ~+1.25
c) Parilla S, on kaksi ratkaisua
X“+y° =4 y ~1.56
d) Parilla { yz XZ on kolme ratkaisua { ! |1 Xe3 3 .
X“+y =4 y,=-2 Y, =1
=x2_-3 X, ~*1.9 [X,, ~+1.2
e) Parilla yz ,  onnelja ratkaisua { R .
X“+y =4 yL2 ~ 0.6 y3y4 ~-1.6

Esimerkki. Muuttamalla kuvan mukaisesti suoran y = kx kulmakerrointa k tai

paraabelin y =ax® muotokerrointa a on helppo nahda, etta epalineaarisella
yhtéloparilla voi olla mikd maara ratkaisuja tahansa:

2

2 v
' y=0 Xy= T)/(/ y:xz
n b
25 |2 5 | -1 - \5/ 15V2 \7)(5 ~18 -5 5 \Za
4 R . . . -1

y=sin(x) y=sin(x)

—2 . . -3

y =0.2x

a) Parilla {y = sin(x) on 3 ratkaisua e) Parilla {y :fl?((zx) on 2 ratkaisua

b) Parilla {yy::scl)n&() on 7 ratkaisua f) Parilla {3//—:(')5 '8(1)2 on 6 ratkaisua

c) Parilla {z ig'gg()z on 11 ratkaisua.

d) Parilla {z igm(x) on Aarettdéman monta ratkaisua {;( _ 8 T n=0,+142,...

Harjoitustehtavia

8.3.1 Keksi (vaikkapa laskimellasi kokeillen) yhtélopari, jolla on v) 8 a) 10
ratkaisua.
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8.4 Kaytannon sovelluksia

Jotta sovellustehtavan ratkaisun lukija voisi ymmartaa yhtaléryhmia
hyddyntavan ongelmanratkaisun, niin seka tunnetuille etta varsinkin tun-
temattomille suureille kdytetyt merkinnat on selvitettava ratkaisun aluksi.

Lisaksi yhtaloiden sisaltd on selitettava sanallisesti siten, etta kirjoittaja
itse ja lukijaymmartavat yhtaléiden sisallon ja perusteet.

Yhtaléryhman voi hyvin ratkaista laskimella, kunhan kirjoittaa seka syot-
teen etta laskimen tulosteen yksityiskohtaisesti nakyviin.

Lopuksi tehtavan vastaus on esitettava helposti ymmarrettavassa muo-
dossa kiinnittaen huomiota ratkaisujen fysikaaliseen mielekkyyteen.

Esimerkki. Maarita isan ja pojan iat, kun nyt isa on viisi kertaa pojan ikainen
ja 32 vuoden kuluttua heidan yhteisikansa on 100 vuotta.
Ratkaisu. Kaytettavat merkinnat voi selventda esimerkiksi taulukolla
| Is& Poika
Nyt X y
32 vkuluttua | x +32 y +32
Esimerkin tiedoista saadaan yhtalopari

Nyt is& on 5 kertaa niin vanha kuin poika.
32 vuoden kuluttua heidan yhteisikansa on 100 v.

- X = 5y Iaski<:>mella X = 30
(x+32)+(y +32) =100 y=6

Vastaus: Isén ja pojat iat ovat nyt 30 vuotta ja 6 vuotta.

Esimerkki. Maarita veneen ja virran nopeudet, kun vene kulkee 50 km mat-
kan myo6tavirtaan 0.75 tunnissa ja vastavirtaan 2.0 tunnissa.

Ratkaisu.|Olkoon veneen nopeus virrattomassa vedessa x ja virran nopeus'y.

Yksikdina kaytetdan kilometria ja tuntia. Esimerkin perusteella saadaan yhtalot

aika - nopeus

Vene kulkee 0.75 tunnissa myo6tavirtaan 50 km.
= matka

Vene kulkee 2 tunnissa vastavirtaan 50 km.

0.75-(x+y)=50 'askgf"a X =45.833
2-(x-y)=50 y =20.833
Veneen nopeus on 46 km/h

Vastaus: {Virran nopeus on 21 km/h
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Esimerkki. Kuinka paljon puhdasta vetté ja taulukon mukaisia sokeri-suola-
vesiliuoksia on sekoitettava keskenéan, jotta saataisiin 1000 g liuosta, jonka
sokeri- ja suolapitoisuudet ovat vastaavasti 2.5 ja 13 prosenttia?

Sokeripitoisuus | Suolapitoisuus
Liuos 1 2.0% 20 %
Liuos 2 5.0 % 10 %

Ratkaisu. Merkitaan

X =tarvittavan puhtaan veden massa

y = tarvittavan liuoksen 1 massa
Z = tarvittavan liuoksen 2 massa.

Yhtalot muodostetaan seuraavista ehdoista;

Veden seka liuosten 1 ja 2 massojen summa = 1000 g

Sokerin massa liuoksessa 1+ sokerin massa Iiu_oksessa 2
= sokerin massa lopullisessa liuoksessa

Suolan massa liuoksessa 1 + suolan massa Iiuo_ksessa 2
= suolan massa lopullisessa liuoksessa

20, .10 ,_ 13
100Y *1002 ~ 100 1000

Vastaus: Haluttu liuos saadaan sekoittamalla

200 g puhdasta vettd, 500 g liuosta 1 ja 300 g liuosta 2.

X+Yy +z=1000
2 5 2 5 Laskimella X = 200
100y+1002=100-1000 & y =500
z =300

Esimerkki. Vesisdilid voidaan tayttda kolmesta eri hanasta X, Y ja Z. Sailion
tayttymiseen kuluu kahdelta hanalta X ja Y (tai X ja Z tai Y ja Z) vastaavasti
280 (tai 200 tai 175) sekuntia. Kauanko séilion tayttdminen kestaa kaikkia
kolmea hanaa kaytettdessa? Hanojen tilavuusvirrat oletetaan vakioiksi ja riip-

pumattomiksi muiden hanojen toiminnasta.

tayttymisaikaa kaikkia hanoja kaytettdessa t:lla

Olkoon sailion tilavuus V seké hanojen tilavuusvirrat X, y ja z
Ratkaisu. (yksikkijna esimerkiksi litraa sekunnissa). Merkitaan sailion

Sailion tilavuutta ei voi laskea, mutta muut tuntemattomat x, y, z ja t voidaan
ratkaista osin tilavuuden V lausekkeina seuraavien neljan ehdon avulla:

SSJ

280 sekunnissa hanoista X ja Y virtaa séi6llinen vetta.
200 sekunnissa hanoista X ja Z virtaa siéi6llinen vetta.
175 sekunnissa hanoista Y ja Z virtaa si#6llinen vetta.
Ajassat hanoista X, Y ja Z wrtaa séili6llinen vetta.
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Koska aika *tilavuusvirta = tilavuus, niin

280(x +y) =V x=V /700

200(x +2z) =V Lasge"a y =3V /1400

175(y +z) =V z=V /280
t-(Xx+y+2z)=V t =140

Vastaus: Sailion tayttaminen kaikkia hanoja kayttaen kestda 140 sekuntia .

Esimerkki. Lavuaarin tilavuus on 24 litraa. Jos kylma- ja kuumavesihanat se-
k& pohjaventtiili ovat kaikki auki, niin lavuaari tayttyy 160 sekunnissa. Jos vain
kylméavesihana ja pohjaventtiili ovat auki, niin lavuaari tayttyy 480 sekunnissa.
Jos vain kuumavesihana ja pohjaventtiili ovat auki, niin aluksi taysi lavuaari
tyhjenee 160 sekunnissa.

Milla nopeudella vetta tulee kylma- ja kuumavesihanoista ja milla nopeudella
vetta poistuu pohjaventtiilista? Tilavuusvirrat oletetaan koko ajan vakioiksi.

Ratkaisu. Laskut suoritetaan kayttaen yksikoita litra ja sekunti, mutta yksin-
kertaisuuden vuoksi yksikoita ei merkita nakyviin.

Merkitaan tilavuusvirtoja seuraavasti:

x = kylméavesihanan tilavuusvirta

y = kuumavesihanan tilavuusvirta

z = pohjaventtiilin tilavuusvirta

Huom: Myds pohjaventtiilin tilavuusvirta pidetaan positiivisena

(Pohjaventtiilin tilavuusvirtaa voitaisiin pitdd myods negatiivisena, jos mythem-
min Kirjoitettavissa yhtaldissa muutettaisiin z:n edessa oleva merkki.)

Esimerkin tiedoista saadaan yhtaléryhma

160 sekunnissa kylma- ja kuumavesihanoista tuleva miinus
pohjaventiilistd poistuva vesi lisda lavuaarin vetta 24 litraa

480 sekunnissa kylméavesihanasta tuleva miinus pohjaventtiilista
poistuva vesi lisda lavuaarin vetta 24 litraa

160 sekunnissa kuumavesihanasta tuleva miinus pohjaventtiilista
poistuva vesi vdhentaa lavuaarin vettd 24 litraa

160(x +y -z)=24 . [x=0.3
480(x —z) =24 o y =0.1
160(y —z) =-24 z=0.25

Kylméavesihanasta vetta tulee nopeudella 0.30 I/s
Vastaus: < Kuumavesihanasta vetta tulee nopeudella 0.10 I/s
Pohjaventtiilista vetta poistuu nopeudella 0.25 I/s
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Huomautus: Edellisen esimerkin kaltaisessa tehtavassa on selvasti
korostettava merkintdjen tarkoitusta: Kuvaavatko x, y ja z eri laittei-
den tilavuusvirtoja vai esimerkiksi lavuaarin tayttymiseen tai tyhje-
nemiseen kuluvaa aikaa kyseiselléa laitteella. Samoin positiiviseksi
tulkitun virtauksen suunta on selvasti sovittava.

Mikali merkintojen tarkoitus jaa laskijalle itselleenkin epéselvaksi,
niin yhtaléryhmé&n muodostaminen ja sen ratkaisun tulkinta jaavat
puhtaan arvauksen tasolle, vaikka laskijalla olisikin kéytettavissaan
parhaat tietokoneet yhtaldiden ratkaisemiseksi.

Esimerkki. Kuinka suuret virrat kul-

kevat kuvan virtapiirissa pisteesta A ——%—g—%——
suoraan pisteisiin B, C ja D?

Oletetaan, ettd annetut arvot tunne- 2 \V = — 4V
taan neljan numeron tarkkuudella.

_ o B—————————1D
Merkitadn kuvan mukaisia virtoja 5 Q) 7Q

i+ Iacs iapy Ipy Iy i~ NAiden kuuden

1 |2’

AB? 'AC? 'AD?
virran ratkaisemiseksi tarvitaan kuusi I
yhtaloa. )
Kolme yhtal6a saadaan Kirchoffin 10 ¢ 3Q
v!rtalalsta, Jonka_muk_aan solmu- _
pisteeseen tulevien virtojen summa 11 Pt 1
on yhta suuri kuin kyseisesta pis- 2V=11 s ac [ T4V
teesta poistuvien virtojen summa. 5 ‘ — D
—————{1——
Loput yhtalét saadaan Kirchoffin 50 A 70
jannitelaista, jonka mukaan poten- l!},
tiaalierojen summa kierrettdessa !
lietun virtapiirin ympari on nolla = I
sulj : 20 Y
Silmukat kierretdan myotapaivaan alkaen
kunkin silmukan vasemmasta alanurkasta.
Piste B L =, +, 1y = 0.2654
Piste C i i, =1, i =—0.7877
Piste D | NS +.i2 + i.3 =0 Lasge"a io =0.5223
gisen )I/I"as_lllmukkkka 2;]11 —5|AB_ =0 . i —0.6732
Il eTyisl(lmu a B |2—4.+7|AD_ . | —-0.1145
Alasilmukka Slpg = llpp +6+91,=0 i, —-0.4078
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Toinen ratkaisu:
Tuntemattomien virtojen maaraa 10 ¢ 30
ja samalla yhtaléryhméan kokoa

voidaan pienentaa ajattelemalla, 2 /== @ @ L4y

ettd virtapiirin pienimmissa silmu-

koissa kulkee myd6tapaivaan vie- — 1 —— D
reiseen kuvaan merkityt silmukka- 50 A 70

virrat i, i, jai,. @
Seuraavassa jokainen pikkusilmukka — “
Kierretaan myotapaivaan alkaen va- 90 6V

semmasta alakulmasta muodostaen
samalla yhtalo periaatteella

Potentiaalierojen summa on nolla kierrettdessa suljettu virtapiiri.

Vasen ylasilmukka 2-1;+5(, -i,)=0 _ |i;=0.6732
Oikea ylasilmukka -3i,-4+7(i,-1,)=0 <« 4i,=-0.1145
Alasilmukka S(i,—i,)+7(i, —i;)+6-9i, =0 I, =0.4078

i =1, —i; =0.2654 A
Vastaus: Kysytyt virrat ovat <i,. =—i, +i, =-0.7877 A
o =—1, +i, =0.5223 A

Huomaa, etta silmukkavirtojen mahdollinen virheellisyys todennakoisesti

paljastuu, jos testaat toteuttavatko I6ytamasi silmukkavirtojen arvot (riittavalla

tarkkuudella) myos sen yhtalon, joka saadaan kiertdmalla koko virtapiiri ulko-

kehaa pitkin. Kierramme nyt tarkistuksen vuoksi esimerkin virtapiirin myota-

paivaan alkaen pisteesta B, jolloin edella laskettuja arvoja kayttden saadaan
2-1-i,-3-i,-4+6-9-i, =0.0001~ 0

kuten pitaakin.

Harjoitustehtavia

8.4.1 Maarita selvin merkinndin isén ja pojan nykyiset iat, kun
V) nyt isé on nelja kertaa niin vanha kuin poika, mutta 16 vuoden
kuluttua poika on jo puolet isan iasta.
a) nytisa on 11 kertaa niin vanha kuin poika, mutta seitseman
vuoden kuluttua isé& on vain nelja kertaa niin vanha kuin poika.
b) kuusi vuotta sitten isé oli viisi kertaa pojan ikainen ja 12 vuoden
kuluttua isa on kaksi kertaa pojan ikainen.

8.4.2 Sinun pitdd kulkea 4.00 km pituinen matka tasmalleen 30 minuutissa.

Kuinka pitkat matkat sinun on
v) juostava nopeudella 10.0 km/h ja kaveltadva nopeudella 4.00 km/h?
a) juostava nopeudella 8.0 km/h ja kaveltava nopeudella 5.0 km/h?
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8.4.3

8.4.4

8.4.5

8.4.6

M&arita suorakulmion sivut, kun sen ala on 1234 mm? ja piiri on
v) 234mm a) 204 mm b) 135 mm.

Maarita suorakulmaisen kolmion sivut, kun

v) kolmion ala on 50.0 mm? ja piiri 40.0 mm
a) kolmion ala on 150 mm? ja piiri 60.0 mm
b) kolmion ala on 150 mm? ja piiri 57.0 mm.

Paljonko on sekoitettava
v) 12.3-ja 32.1- prosenttisia suolaliuoksia, jotta saataisiin yhteensa

43.2 kg 23.4-prosenttista suolaliuosta?
a) 23.4- ja 56.7- prosenttisia suolaliuoksia, jotta saataisiin yhteensa

34.5 kg 54.3-prosenttista suolaliuosta?

Tassa tehtavassa tarkastellaan seuraavia liuoksia:

Suolapitoisuus | Sokeripitoisuus
Liuos 1 5.0% 20.0 %
Liuos 2 10.0% 10.0 %
Liuos 3 15.0% 5.0%

Miten voit naista liuoksista sekoittaa 25,0 kg liuosta, jonka suola- ja
sokeripitoisuudet ovat vastaavasti

vl) 9.0% jal2.5% v2) 12.0 % ja 15.0 %

a) 11.0%ja10.0% b) 10.0% ja11.0% ?

Miten voit liuoksista 1 ja 2 seka vedesta sekoittaa 75,0 kg liuosta, jonka
suola- ja sokeripitoisuudet ovat vastaavasti
v3) 6.0% jal12.0% c) 40%ja50%?

Miten voit liuoksista 1 ja 2 vettd haihduttamalla muodostaa 2.5 kg liuos-
ta, jonka suola- ja sokeripitoisuudet ovat
v4) 15.0 % ja 25.0 % d) 10.0% ja30.0% ?

8.4.7 Jos kylmé- ja kuumavesihanat ovat taysin auki, niin astian tayttyminen

8.4.8

87J

kestda 200 s. Jos kuumavesihana on taysin auki ja kylméavesihanan
virtaus on tasan V) puolet a) kolmasosa

taydesta virtauksesta, niin astian tayttyminen kestaa 300 s. Kauanko
astian tayttyminen pelkastad kuumavesihanasta kestaa?

Suuri séilio voidaan tayttaa toisistaan riippumatta neljasta eri hanasta
A, B, Cja D. Tiedetdan, etta sailion tayttaminen

- hanoja A, B ja C samanaikaisesta kayttaen kestaa 20.8 t

- hanoja C ja D samanaikaisesti kayttden kestda 17.8 t

- hanoja A ja B samanaikaisesti kayttaen kestaa 41.7 t

- hanoja A ja D samanaikaisesti kayttaen kestaa yhta kauan kuin

hanoja B ja C samanaikaisesti kayttaen.

Kuinka kauan sailion tayttdminen kestaa kaikkia hanoja kayttaen?
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8.4.9

8.4.10

8.4.11

8.4.12

88J

Sailion tilavuus on 35 litraa. Jos kylma- ja kuumavesihanat ovat mo-
lemmat auki ja pohjaventtiili kiinni, niin saili6 tayttyy 70 sekunnissa.
Jos kylmévesihana ja pohjaventtiili ovat auki, niin séili6 tayttyy 175
sekunnissa. Jos taas kuumavesihana ja pohjaventtiili ovat auki, niin
v) alun perin taysi sailio tyhjenee 350 sekunnissa.

a) alun perin tyhja sailio tayttyy 350 sekunnissa.

Kauanko sdilibon tayttyminen kestaa, jos molemmat hanat ja pohja-
venttiili ovat auki?

Kahdeksanhenkisen seurueen on paastava mahdollisimman nopeasti
ja samanaikaisesti perille 20 km paassa olevaan kohteeseen. Heilla
on varattuna yksi taksi, johon mahtuu vain nelja seurueen jasenta ker-
rallaan. Miten heidén kannattaa suunnitella matkansa, kun

v) heidan kavelynopeutensa on 6,0 km/h ja taksin etenemisnopeus on
ruuhkasta johtuen vain 20 km/h

a) heidan kavelynopeutensa on 8,0 km/h ja taksin etenemisnopeus on
ruuhkasta johtuen vain 15 km/h?

Samalla kirjaimella varustetuissa laatikois-
sa on aina sama luku. Maarita kaikkien
laatikoiden lukujen summa, kun neljan eri
vaaka- tai pystyrivin lukujen summat on
merkitty kyseisten rivien jatkeille.

(]
(o0]

[EEN
o
(o]

[>][@] [O] ]

[O] [@] [@] 3]
[O][T] [@] [O]

[G][>][T] [@]

H
o
o
H
o
=

Maarita kussakin virtapiirissé pisteesta A suoraan lahimpiin pisteisiin
B, C ja D suuntautuvat virrat milliampeerin tarkkuudella. Tarkista tu-
loksesi ottamalla mukaan yksi ylimaarainen yhtalo.

v1) v2) J
B A D —1 it Jll
30 10 6Q|| B— {—H I
8V 9Q
WL T [ [leq Veal|
N 5V 7V 5V
L — o1
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9. EPAYHTALOISTA

9.1 Yleisia ratkaisuperiaatteita

Esimerkki. Epayhtalod 2x+3 > 7 ratkaistaessa haetaan kaikkia niitéa lukuja x,
joilla kirjoitelma on voimassa. Taméa 1. asteen epayhtald (mutta ei kuitenkaan
kaikkia epayhtaloitd) ratkaistaan samalla tavalla kuin vastaava yhtalo:

vahennetaan epayhtalon kummaltakin puolelta
2x +3>7 |sama luku 3 ts. siirretaan termi 3 epayhtalon
toiselle puolelle vaihtaen sen merkki

jaetaan epayhtaléon molemmat

< 2X>7-3 puolet kertoimella 2

= X>2

Saadun vastauksen voimassaoloa voidaan testata pistokokein:

Jos esimerkiksi x =2.5 , niin alkuperaisen epayhtalon vasen puoli
vp=2-2.5+3=8 ja epayhtalo toteutuu.

Jostaas x=2, niin vp=2-2+3 =7 eikd epayhtalo toteudukaan.

Edelld saatua ratkaisua voidaan havainnollistaa
merkitsemalla ratkaisupisteet tummennettuina >
lukusuoralle:

Tummennetun ratkaisuvalin paatepisteena kaytetty avoin pallo korostaa sita,
etta paatepiste ei kuulu mukaan ratkaisujoukkoon. Umpinaisena pallona mer-
Kitty paatepiste puolestaan kuuluu joukkoon.

Esimerkki. Viereisessa kuvassa luku 3 kuuluu
havainnollistettavaan joukkoon, mutta luku 1 ei kuulu.
Kuvan havainnollistamassa tapauksessa ratkaisu kasittaa
siis kaikki kaksoisepayhtalén 1< x <3 toteuttavat luvut x.

Symboliset laskimet ilmoittavat epayhtélon ratkaisut tavallisesti helppojen epé-
yhtéldiden avulla. Useimmiten ndin menetellaan myds epayhtal6ita kasinkin
ratkaistaessa. Tarvittaessa vastausta voi tietenkin myos havainnollistaa mer-
kitsemalla ratkaisut lukusuoralle edelld esitetylla tavalla.
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Esimerkki. Seuraavassa taulukossa on esitetty epayhtaloiden tavallisimpia
vastausvaihtoehtoja tulkintoineen.

Sama vastaus
Vastaus Ratkaisuiksi kelpaavat luvut epatavallisemmin
merkittyna
X>2 Lukua 2 suuremmat luvut 2<X
X>2 Luku 2 ja sitd suuremmat luvut 2<X
X<2 Lukua 2 pienemmat luvut 2>X
X<2 Luku 2 ja sitd pienemmat luvut 22>X
1<x<3 Lukujen 1 ja 3 valilla olevat luvut 3>x>1
1<x <3 Luku 1 ja lukujen 1 ja 3 valilla 35 x>1
olevat luvut
Luvut, jotka ovat pienempia X<lv x>3
X <1tai x >3 | kuin 1, seka luvut, jotka ovat tai myos
suurempia kuin 3 Xx>3taix <1

Epayhtal6ita ratkaistaessa on tarpeen ymmartaa ja muistaa seuraavassa
huomautuksessa esitetty tosiasia.

Huomautus. Negatiivisella luvulla kerrottaessa tai jaettaessa luku-
jen suuruusjarjestys vaihtuu painvastaiseksi.

Esimerkki. Perustelemme edella esitettya vaitetta seuraavin esimerkein:

2<4 | (-2 2<4 | (-2 “4<-2 | (-2)
-4 > -8 4> -8 8>4
2<4 | :(-2) 2<4 | :(-2) 4 <=2 |(-2)
-1>-2 1>-2 2>1

Huomautus. Lausekkeiden suuruuksia paateltdessa on muutenkin oltava
erityisen varovainen, silla esimerkiksi

- on olemassa sellaisia lukuja, ettéa suuremman luvun nelié on pienempi kuin
pienemman luvun nelié

- on olemassa sellaisia lukuja, etta suuremman luvun kaanteisluku on suu-
rempi kuin pienemman luvun kaanteisluku

- on olemassa murtolausekkeita, jotka pienenevat osoittajan kasvaessa.
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Koska negatiivisella luvulla kertominen ja jakaminen vaihtavat lukujen suuruus-
jarjestyksen, niin epayhtaléiden ratkaiseminen eroaa yhtaléiden ratkaisemises-
ta negatiivisella luvalla kerrottaessa tai jaettaessa kuten seuraavista ratkaisu-
ohjeista viimeisessa todetaan:

Epayhtalon yleiset ratkaisuohjeet:

- Epayhtélon kumpaakin puolta saadaan erikseen sieventaa suorittamalla
merkittyja laskutoimituksia.

- Epayhtalon kummallekin puolelle saadaan lisata (tai vahentaa) sama lau-
seke. Toisin sanoen: Termi (eli yhteenlaskettava) saadaan siirtaa epayhta-
|6n puolelta toiselle, kunhan sen merkki samalla muutetaan.

- Epayhtalon molemmat puolet saadaan kertoa tai jakaa samalla positiivisella
luvulla.

- Epayhtalén molemmat puolet saadaan kertoa tai jakaa samalla
negatiivisella luvulla, kunhan erisuuruusmerkin suunta samalla
kaannetaan.

Esimerkki. 2(x+1) <4(x-5)
& 2X+2<4x-20
& 2X-4x<-20-2
& —2X <-22 | ((=2)<0m
x>11

Huomaa erityisesti, etta epayhtaldoa ei saa kertoa sellaisella tuntematonta
sisaltavalla lausekkeella, jonka merkkia ei tunneta, koska emme tall6in
tiedd, pitaisiko erisuuruusmerkin suunta k&dantaa vai ei.

Esimerkki. Epayhtaloa 2 2% ei voi ratkaista x:lla kertomalla, koska emme
tiedd, mika merkki pitaisi panna kertomalla saatavien lausekkeiden valiin:

2X? 3.

Tassé esimerkissa mainittu epayhtalo ratkaistaan seuraavassa pykalassa esi-
tettavalla tavalla.

Huomautus. Kehittyneilla apuvélineilla voi tietenkin ratkaista epayhtaloi-
td samoin kuin yhtaloitakin.
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Harjoitustehtavia

9.1.1

9.1.2

9.1.3

9.1.4

9.1.5
9.1.6

9.1.7

QZJ

Anna esimerkki kahdesta luvusta siten, etta

v) pienemman nelid on suurempi kuin suuremman nelié

a) pienemman luvun kaanteisluku on suurempi kuin suuremman lu-
vun kaanteisluku.

Anna esimerkki sellaisesta kahden luvun osamaarasta, joka
a) kasvaa, jos osoittaja kasvaa

b) pienenee, jos osoittaja kasvaa

C) pienenee, jos nimittdja kasvaa

d) kasvaa, jos nimittdja kasvaa.

Havainnollista seuraavien epayhtaléiden mukaisia lukuja lukusuoraa
kayttaen
a) x<3 b) x>2 c) —-1<x<3 d) x<ltai x>2

Esita seuraavat lukusuoralle vahvennettuina merkityt epayhtéldiden
ratkaisujoukot epayhtaldiden avulla:

1 - | 2 L
v /3 6 v2) 2 6
a) b)
6 -2 3 6
c) o . —p d) O e b
-2 3 9 -2 3 6 o

Kirjoita epayhtaldn yleiset ratkaisuohjeet.

Ratkaise kasin ja laskimella
vl) 4(x-0.5) <6(x +1) v2) (X —2)° >(x +1)7°

a) §+1>4—5X—3 b) 4(x—3) > (2X + 1)

Ratkaise kasin ja laskimella seuraavat yhden tuntemattoman epayhtalo-
ryhmat ja kaksoisepayhtéalot. Naita ratkaistaessa haetaan niitd lukuja,
jotka samanaikaisesti toteuttavat kaikki epayhtélot tai kaksoisepayhtalén
molemmat osat. Kaksoisepéayhtalon voit kirjoittaa laskimeen sellaise-
naan ja epayhtaléryhman vastaavasti kuin yhtaléryhmankin.

—2X <X+6
4<— < —fd<—
vl) -4<-3x+2<11 v2) x-4<-2Xx+5<x+8 v3) {3x<x+10
—-3X <2x+40
a) 2<-3x<5 b) 8<-3x+7<4 C) {2x+5>5x+6
d) 3-2x<x+1<6-3X e) X+3<2x-5<x-4
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9.2 Murtoepayhtalon ja korkeamman
asteen epayhtaldn ratkaiseminen

Murtoepayhtald ja korkeamman asteen epayhtélé kannattaa kasin
laskettaessa useimmiten ratkaista seuraavin vaihein:

1. Siirra kaikki termit epayhtalon vasemmalle puolelle, jolloin lauseketta
verrataan nollaan eli riittda tutkia vain lausekkeen merkkia.

Yhdistd mahdolliset murtolausekkeet ja jaa vasen puoli tekijoihin.
Maarita tekijoiden merkinmuutoskohdat.

Kirjoita merkinmuutoskohdat suuruusjarjestykseen.

Tee taulukko, jossa tutkit kunkin tekijan merkkia eri alueissa.
Maarita koko lausekkeen merkki eri alueissa.

Kirjoita vastaus.

Kaytannodssa mekaaniset laskut tehdaan tietenkin apuvalineilla.

No g~ wDd

Esimerkki. Kaydaan edellisen pykalan lopussa mainittu esimerkki 2 2% l&pi

ylla esitettyja vaiheita kayttaen:

Vaihe 1 2 —% >0
Vaihe 2. % >0
Vaihe 3. Tekijoiden 2x -3 ja x merkinmuutoskohdat saadaan
kyseisten lausekkeiden nollakohtina ja ne ovat 1.5 ja 0
Vaihe 4. Merkinmuutoskohdat ovat suuruusjarjestyksessa
0 15
Vaihe 5. /1 2x-3 - - 0 T
/X = 0+ +
_ |
Vaihe 6. 2x -3 + % - 0
X |
Vaihe 7. Vastaus: x<0 tai x=>1.5

Vaiheessa 5 nousevat nuolet kuvaavat sita, etta tekijat 2x -3 ja x esittavat
nousevia suoria kulmakertoimien 2 ja 1 ollessa positiivisia.

Vaiheessa 6 salaman kuva kertoo, ettad murtolauseke (2x-3)/X ei ole méaéri-

telty nimittajan nollakohdassa. Sama murtolauseke saa positiivisen arvon, jos
negatiivisten tekijoiden maara on parillinen eli O tai 2.
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Esimerkki. Ratkaistaan epayhtald 9x > x® kayttaen em. vaiheita.
Vaihe 1. 9x-x*>0
Vaihe 2. x(3-x)(3+x)> 0
Vaihe 3.  Tekijoiden merkinmuutoskohdat cat O, 3 ja — 3.

Vaihe 4. -3 0 3

Vaines5. ./ X — — + +
N 3-x + + + 0 -
/34X = + + +

Vaihe 6. Tulo 4 Q _ O 0 -

Vaihe 7. Vastaus: x<-3 tai 0<x<3

Huomaa, etta vaiheessa 5 voi kahden ensimmaisen asteen tekijdn 3—-x ja
3 + x asemasta tarkastella yhta toisen asteen tekijaa 9 — x>, joka esittaa alas-
pain aukeavaa paraabelia nollakohtina -3 ja 3.

Huomautus. Toisen asteen epayhtalé kannattaa useimmiten ratkaista siirté-
malla kaikki termit vasemmalle puolelle sek& maarittamall&a vasenta puolta ku-
vaavan paraabelin nollakohdat ja aukeamissuunta.

Paraabeli y =ax® +bx +c aukeaa yldspain, jos a >0, ja alaspain, jos a<0,

katso tarkemmin luvusta 12 Analyyttista geometriaa. Periaatekuvasta, jonka ei
tarvitse olla tarkka, voidaan sitten lukea vastaus.

Esimerkki. Ratkaistaan epayhtald x> < -5x —6
muodossa x*+5x+6<0. \ /

Koska vasemman puolen kuvaaja on ylospain
aukeava paraabeli, jonka nollakohdat ovat —3
ja =2, niin epayhtalo toteutuu, kun -3 <x <-2.

358D

Esimerkki. Ratkaise x*+2x+3>0.

Koska vasemman puolen kuvaaja on ylospain \/
aukeava paraabeli, jolla ei ole reaalisia nollakohtia,

niin paraabeli on aina x-akselin ylapuolella. -
Niinp& epayhtalo toteutuu kaikilla x:n arvailla.
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Harjoitustehtavia

9.2.1

9.2.2

9.24

9.25

QSJ

Kirjoita murtoepayhtalén ja korkeamman asteen epayhtalon ratkaisu-
vaiheet.

Ratkaise kasin ja laskimella epayhtal6t

vl) 1.3 v2) X=25 x+1
X X+1 Xx-2

v3) (Xx+1)(-2x+3)20  v4) (x—2)(2x—3)(4-3x)<0
2 1- 2

) %72 s A
(x-2)(x+3) o X(x-3)  _  4(x-3)

) -2 -

(x =D(x +1)?
X(Xx =5)

g) (X+D(x+2)(x+3)<(x+2)(x+3)

(X+2)(-2x+5) ~ (x+2)(-2x +5)

<0 f) @Bx-D(-2x+2)(x+1)>0

Ratkaise paraabelin aukeamissuuntaa ja nollakohtia kayttéden seuraa-
vat epayhtalot

vl) —-x*-32>0 v2) x> -4x-3>0 v3) —x*-2x-2<0
a) 2x*+5x-7>0 b) x*-3x+2<0 c) X*+4x+5>0
d x*+2x+1<0 e) -2x*+x+1>0 f) —3x*-x+4<0
g) -x*-5>0 h) —2x*-3x-11<0

Maarita kaikki ne kertoimen c arvot, joilla
v) yhtalén 2x* +3x +c¢ =0 juuret ovat imaginaariset
a) yhtalon 3x*> —6x +c =0 juuret ovat reaaliset.
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9.3 Epayhtalon graafinen ratkaiseminen

Tapa 1. Jos epayhtéld voidaan muuttaa kahden helposti piirrettavan lausek-
keen valiseksi epayhtaloksi, niin voit ratkaista epayhtalon piirtamalla kasin (tai
apuvalineelld) molempien puolien kuvaajat ja lukemalla kuvasta vastauksen.

Esimerkki. Ratkaise x?—-x—-2<0 muodossa X2 <x+2 - -

TN I . U2 v LY Winran o
piirtamalla paraabeli y =x* jasuora y =x+2 .Kuvan = ., |
mukaan paraabeli on suoran alapuolella, kun —1 <x < 2.

A2,

Tapa 2. Mikali epayhtaloa ei voi hajottaa kahdeksi helposti piirrettavaksi lau-
sekkeeksi, niin siirréa kaikki termit epayhtalon vasemmalle puolelle ja piirrd sen
kuvaaja (helpoiten tietenkin sopivalla apuvélineelld). Kuvasta voi sitten katsoa,
mill& x:n arvoilla kuvaaja on x-akselin halutulla puolella.

Esimerkki. Ratkaise epayhtald x* >2x® +3 siitamalla = 't” | o
kaikki termit vasemmalle x* —2x*>-3>0 ja piirtamalla “'\ 2.26
vaikkapa laskimella vasemman puolen kuvaaja. Kuvan A

™,

hY

mukaan epayhtal6 toteutuu, kun X <-1 tai X >2.26 .

Epayhtalon ratkaisualueen lukeminen kuvasta on toisinaan epatarkkaa, jos
kuvaaja katkeaa. Tallaisessa tapauksessa kannattaa muistaa, etta kuvaajan
katkeamiskohta liittyy usein funktion nimittajan nollakohtaan.

. . e 3 : . A
Esimerkki. Jos epayhtald 2—;>0 ratkaistaan /9 _____
piirtamalla, niin kuvaajan pitaa saada ratkaisualueella ]
positiivisia y-arvoja. Koska kayran "hyppy” tapahtuu A
nimittajan nollakohdassa x =0, niin kuvasta saadaan S / S
vastaukseksi x <0 tai x>1.5. SRR | R

Harjoitustehtavia

9.3.1 Ratkaise graafisesti seka kasin etta laskimella
a) x> -5x+2>0 b) 7x—%—6£0

9.3.2 Ratkaise epayhtald 3x —4x-4>0 graafisesti termeja siirrettyasi.
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9.4 Epayhtaloiden sovelluksia

Epayhtéléiden muodostaminen ja niissa kaytettavat merkinnéat on selvitettava
samoin kuin jo yhtaléiden ja yhtaloryhmienkin yhteydessa on tehty. Kaytan-
nossa epayhtalot kannattaa tietenkin ratkaista apuvalineita hyddyntaen.

Esimerkki. Mika on juoksijan alkuperainen nopeus, jos nopeuden lisdaminen
maaralla 0.20 m/s parantaa h&nen aikaansa 5000 metrin juoksussa enemman
kuin 30 sekuntia.

Ratkaisu. | Merkitd&n v = juoksijan alkuperéinen nopeus .

Ratkaisussa kaytetdan yksikoitd m ja s, joita ei merkita nakyviin.
Epayhtalod perustuu esimerkin tietoon

Ajan parannus > 30 K
eli Aika = -matka_

Alkuperainen pitkéa aika — uusi lyhyt aika > 30 nopeus

Matka ____matka
alkuperéinen nopeus uusi nopeus

5000 5000
\Y; v +0.2 >30

=

laskimella

& -587<v<-2 or O<v <5.67

Nama arvot eivat kelpaa

Vastaus: Juoksijan alkuperainen nopeus on alle 5.7 m/s

Harjoitustehtavia

9.4.1 Mikéa on auton alkuperainen nopeus, jos nopeuden vahentamien maa-
ralld 10.0 km/h lisda aikaa 500 km matkalla yli 30.0 minuuttia?

9.4.2 Maarita ne luvut, jotka toteuttavat ehdon: luvun ja sen kaanteisluvun
erotus (tassa jarjestyksessa) on v) suurempi kuin2 a) enintaan 3.

9.4.3 Maarita kaikki ne luvut, joiden k&anteisluku on
v1) lukujen -3 ja 5 valilla v2) pienempi kuin 5
a) lukujen -5 ja 3 vdlilla b) pienempi kuin 8

9.4.4 Mika on pumpun alkuperainen tilavuusvirta, jos
v) tilavuusvirran kasvattaminen maaralla 4.00 m*/h lyhentaa 1000
kuutiometrin suuruisen altaan tayttdaikaa alle 30.0 tuntia?

a) tilavuusvirran pienentaminen maaralla 2.00 m® / h kasvattaa 600
kuutiometrin suuruisen altaan tayttoaikaa yli 30.0 tuntia?
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VASTAUKSIA TEHTAVIEN v-OSIOIHIN

Varsinaisia likiarvotehtavia lukuun ottamatta joidenkin tehtavien vastaukset on
annettu ylitarkasti verrattuna likiarvolaskujen yhteydessa kasiteltyihin nyrkki-
saantdihin. Tah&n on useampiakin syita. Ylitarkasta vastauksesta opiskelija voi
luotettavammin tarkistaa oman vastauksensa oikeellisuuden, jos han on suorit-
tanut laskut vélivaiheineen riittavalla tarkkuudella. Toisaalta useimmat tehtavat
ovat teoreettisia pohjautumatta likimaaraisiin mittaustuloksiin. Kannattaa my6s
huomata, ettd rahamaarat seka korko- ja alennusprosentit yms. ovat aina tark-
koja ellei toisin sanota, joten niihin liittyvat vastaukset on annettava senttien tai
viisien senttien tarkkuudella.

1.2.1 v1) 12.35 v2) 1.23 v3) 78.90 v4) 0.00

1.2.2 v1) 21.0-10* tai 2.10- 1G tai 0.210 16 v2) 0.0123 v3) 235
v4) 89.0m vh) —3.46 v6) 21.0 kg

1.3.2 x=123+2,y=0.330+0.004 , z=89000+300 , u=5.7+0.9

1.3.3 z = ylitarkasti 0.228106 + 0.0050307 = 0.228 + 0.006

1.3.4 P = ylitarkasti (541+ 35)W = (540 + 40)W

1.3.5 | = ylitarkasti (4.1417 + 0.5583)A = (4.1£ 0.6)A

1.3.6 ylitarkasti (442.95+42.698)kg=(440+50)kg

1.4.2 A=16.9 (summasaantd), 16.805 < A <16.915, katkaisu sopivasti
B =563 (tulosdantd), 561.859 < B <563.549, katkaisu sopivasti
C =39.61 (yleissdantd), 38.76 <C <40.45, katkaisu vaarin

1.4.3 (i) Yleissaannolla A=~39.653 (ii) Vaiheittain tutkien A=39.7
Koska A, =39.5379, A, =39.7688, niin vaiheittain tutkimalla
saatiin sopiva katkaisukohta.

2.1.1 vl) 1+2/(3+4)~1.2857 v2) ((1+2)/(3+4))-((8—1)/(4—1)):l

v3) J (9+16)++/ (25+144)=18 vd) 1+2+37r(5-4)=7
1. termi 2. termi + tarpeeton 3. termi
2.2.1 12-x +3-(@a+2b-3c)-sin(20°) + —=7-a-(x+2y?)
1. termin kaksi tekijaa 2. termin kolme alleviivattua tekijaa 3. termin kolme tekijaa
1. tek. 2. tek. 3. tek. 4. tekija _ S-tekid 1tek. 2. tek, O tekia 4.tk
222 vl1) 25-a-b (3x+4y’-5uv)-(Vx+y) v2) a-b (a+b®) L
4. tekijan kolme 5. tekijan 2 3. tekijan 2 ¢
alleviivattua termia allev. termis allev. termia
1 1 4b* 8b-15a
2.3.2 vl) 3 v2) 3 v3) 15¢ v4) 50ab vb) X—-y Vv6) ax+b
2.3.3 vl) 4a® +4ab +Db? v2) 9s® —t?
v3) 25x° +30xy +9y? v4) 2u® —3uv —2v?
234 v1) (2x+y)2x-y) v2) y-(x—3y)’
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2.3.5

24.1
2.4.2
2.4.3

2.4.4

2.4.5

2.4.6
2.4.7

2.4.8
2.5.2

2.5.3
3.1.1
3.1.4
4.1.2
4.2.1

4.2.2

5.1
5.5
5.10
6.2
6.3

6.4

7.1.1

7.1.2

99J

X —3y v2) a+2b v3) _3u-2 v4) 3x -2y v5) 2(2a —3Db)
X + 3y a-2b 3u +2v 6 3(2a + 3b)
vl) 8x*-2x+12 v2) 4x° +16x° —8x* +15x —20

(3X° +4x*) +(-3x> +2x?) = 4x* + 2x?

Jos polynomin P(x) astetta merkitaan deg(P), niin

vl) deg(P+Q)=5, deg(P-Q)=5, deg(P-Q)=9, deg(P®)=15

v2) deg(P+Q)<3, deg(P—-Q)<3, deg(P-Q)=6, deg(P®)=9

vl) Osamaaran aste =2, mahdollisen jakojaannoksen aste < 3.

v2) Osamaaran aste = 0, mahdollisen jakojddnntksen aste < 7.

v3) Osamaara on nollapolynomi, jonka astetta ei ole maaritelty.
Jakojdannds = jaettavana ollut polynomi, jonka aste = 3.

Jako vaarin suoritettu, silla (3x +1)- 4x + (—6) = 12x* + 7x — 5.
6x° +2x* -7x -4

v1) osamaara 3, jakojaannos 17

v2) osamaara 3x — 7, jakojadnnds 22

vl)

v3) osamaara 5x° —10x + 8, jakojaannos 14x - 23

v4) osamaara x* —2x +1, jakojaannos x° +5x — 4
A=1/2,B=-1/2 251 2(x+1)?—3

v1) Pienin arvo 7/8 saadaan, kun x =-1/4

v2) Suurin arvo 21 saadaan, kun x =1,y =-2

3750 m*  2.5.4 5000 m? 2.5.5 25200cm® 257 3,-0.5

vl) 5451 v2) —1+i v3)13i v4) 25 y5y 5112 ve) —i

vl 1 v2) 10+10i v3) -2+ v4) -1
9.8-10%"° ,9.8.10%® | 7.4.10"™"" | 1.3.10%%

() x3,a%b?/8a°+b™® 28?33 c®+d™2 (i) x°,~a’b?/¢/a’ +b™®, 22?0 Yc® +d 2

(82 +17)17 4.3.1 1/4,1000,1/ ¥a® +b°
2228.3% 5.2 95.705% 5.3 55.54% 5.4 792.86%
17.65% 5.6 13.04% 57 125% 58 7.177%
35.06% 5.11 Kasvoi 4.85% 6.1 0.267

v1l) Voima séailyy ennallaan v2) Voima tulee 36-kertaiseksi.

v1) y on verrannollinen x:n kuutioon
v2) y on kaantaen verrannollinen x:n nelidjuureen

2
wo3 Xz
24y
vl) x=2/3 v2) Yht&lé mahdoton, ei ratk.

v3) Yhtalo toteutuu kaikilla x:n arvoilla v4) x =—4
v1) Ei ratk., yhtdld mahdoton v2) Yhtal6 toteutuu kaikilla x:n arvoilla
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7.2.3

7.2.4
7.2.5

7.2.7
7.2.9

7.3.1

7.3.2

7.3.3

7.3.4
7.3.5

vl) x =1 tai —3/4  v2) Eiratk. v3) X,=X,=-3/2

vl1) Eireaal. juuria v2) 1lreaal. juuri v3) 2 erisuurta reaalij.
a=9/16 7.26 p=13/3, x, =—4/3
Toinen juuri on 3-2i. Yht&ld on x* —6x +13=0
vl x =5/2 v2) Ei ratkaisuja
- 9. . 226
= =+ = = ey
vl x=1 tail1l/2 v2) X =1 v3) x =0 tai 107
vl) x:ilzi& tai £1 v2)x=2tai 0 v3) x=+2i tai £1/2
J3 3
vl x=3tai -7 v2) x=-2,-3/2tai —4/3
v3) x,=0,%x,=7 V4) X,3=0,%X,5 = +242
vb) x=1/3 tai 2/7 v6) x =3/2 tai 3/5
vl) x=42 tai 5 v2) x=3 tai -2
vl) £1,+1/2 v2) 0,-67/56,-89/78 v3) —4/5,—21/32

741 34560€ 7.4.2 1.27m 7.43 95km/h 7.4.4 83.4 mm tai 15.8 mm
745 4379~ 440¢g 7.4.6 19.0 kg 747 24v
7.4.8 700 km/h 7.4.9 2119 mm
3\/1_4 o — \/1_4 - vieressa ylemmat merkit vastaa-
7.4.10 Jos p=+ 2 niin X=3% 2 tai 314 vat toisiaan, samoin alemmat
7.4.11 Toisen asteen yhtalén ax®+bc+c=0 juurten summa=-b/aja tulo=c/a
.x. — 8888 _ 4444
L% ="1%3a < %= 617
7.4.12 135m tai 1385 m 7.4.13 5185 m =5200m  7.4.14 7250 m

7.5.1

7.5.2
7.5.3

7.5.4
8.1.1

8.1.3

8.1.5
8.1.6

100 J

vl) P(x)=(2x =1)(x — 2)(x + 3)
v2) Neljas nollakohta on —i .

R(X)=(X—=D(X —2)(X —i)(X +1) = (x = 1)(X — 2)(x* +1)
P(x) = (X + 2)(x —3)(2x — 1)
vl) P(x)=(x-1)(3x-2) v2) Q(X)=x*(2x —1(3x +1)
v3) RX)=(X-D(X+D(X—2I)(X+2i) = (X =D(x +1)(X* +4)

3 2
vi) 6x +1 v2) 5x° +2x
3X+5 3Xx+4
x=14/23 ,y=-29/23 8.1.2 x=1,y=12z=0
z = mielivaltainen X = mielivaltainen
v1l) Ryhméa mahdoton v2) {x =2z-1 814 y=(8-13x)/2
y=-3z+4 z=(x-2)/2
v1) Ei ratkaisuja v2) x=1,y=2
1 X mielivaltainen . [x=0 [(x=7 |x=x
v1) y =X "ly=0"ly=7\|y=nx
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X mielivaltainen x=0 x=1 x=0.5
v2)<y mielivaltainen ; y=0. <y=2, sy=x
z=4 Z2=7

z=x+y+1 z=1 +1.5

X mielivalt. kokonaisluku X=0 [x=1 [x=5
v3) y=m-X - y=0,y=7,7y =57

Z=3.X% z=0 |z=3 z=15

v4) 5 vb) <y =2 (ainoa yhteinen) v6) {y =2z (ainoa yhteinen)
z=5 z=6

8.1.7 Ensimmainen ja kolmas ratkaisujoukko

823 vl) ()az4 (i) a=4,b=6 (i) a=4,b=6
v2) () c=8 (i) Eisopivaa vakiota (iii) c=8

8.2.5

x=4 T
X Ngo g
Yy =COS X
8.3.1 y =0.006x”
8.4.1 Poika8v,isa32v 8.4.2 Juostava 3.33 km, kaveltava 0.67 km
8.4.3 105mmja1ll.7 mm 8.4.4 16.4 mm, 6.10 mmja 17.5 mm

8.4.5 Laimeampaa liuosta 19.0 kg ja vakevampaa 24.2 kg
8.4.6 vl1) 7.5Kkg liuosta 1, 15 kg liuosta 2 ja 2.5 kg liuosta 3
v2) Mahdotonta  v3) 30 kg liuosta 1, 30 kg liuosta 2 ja 15 kg vetta
v4) 1.67 kg liuosta 1, 2.92 kg liuosta 2 ja vetta haihdutettava 2.08 kg
8.4.7 600s 8.49 117s

8.4.10 Taksi vie 4 henke& 13.68 km:n padhén, palaa 7.37 km hakemaan ka-
velemaan jadéneet ja vie heidat perille. (Aikaa kuluu matkaan 1.74 h)

8.4.12 v1) i,,=0,852A,i,. =-1444 A,i,, =0.593 A
v2) i, =1909 A,i,.=-1.079A,i,,=-0.830 A
9.1.1 -2<1lja (-2°>7T

9.14 vl) -2<x<6 V2) X<-2 tai Xx>6
9.1.6 vl) x>-4 v2) x<1/2
9.1.7 vl1) -3<x<2 v2) -1<x<3 v3) —2<x<5
9.2.2 vl1) x<O0 tai x>1/3 v2) 1/2<x<2 tai x<-1
v3) -1<x<3/2 vd4) 4/3<x<3/2 tai x>2
9.2.4 vl) Ei ratkaisuja v2) x<2-+7 tai x>2++7
v3) Epayhtalo toteutuu kaikilla x:n arvoilla
9.25 ¢>9/8 9.42 1-J2<x<0 tai x>1++/2

9.4.3 vl) x<-13 tai x>15 v2) x<0 tai x>1/5
9.4.4 Alkuperainen tilavuusvirta > 9.72 m°h
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(a+b)® = a’+3a°b+3ab’+b°
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10. HYODYLLISIA MERKINTOJA

Tarkeimmilla lukujoukoilla on omat tunnuksensa:

N = luonnollisista luvuista 1,2,3,... muodostuva joukko. Joskus nollaakin
pidetaan luonnollisena lukuna.

Z = kokonaisluvuista 0, £1, + 2, + 3,... muodostuva joukko.

Q = rationaaliluvuista muodostuva joukko, joka kasittaa kaikki kokonaisluvut
ja murtoluvut (eli kokonaislukujen osamaarat).
Desimaaliluku on rationaaliluku vain, jos sen voi esittaa murtolukuna.
Tama on mahdollista, jos luvun desimaaliesitys on joko
1) paattyva tai
2) paattymaton ja jaksollinen.
R = reaalilukujen joukko. Reaaliluvut ovat ne luvut, jotka voidaan esittaa

lukusuoralla. Rationaalilukujen liséksi reaalilukuihin kuuluvat irrationaali-
luvut ts. sellaiset luvut, joiden desimaaliesitykset ovat paattymattomia ja

jaksottomia. Tallaisia lukuja ovat esimerkiksi J2 jar.

C = kompleksilukujen joukko, joka kasittaa kaikki muotoa a+bi olevat luvut,
missé a ja b ovat mielivaltaisia reaalilukuja ja i on imaginaariyksikka.

Huomautus. Reaaliluvutkin ovat kompleksilukuja, joiden imaginaariosa b =0.
Usein nimityksella kompleksiluku tarkoitetaan kuitenkin virheellisesti pelkas-
taan sellaista kompleksilukua, joka ei ole reaaliluku. Tall6in pitaisi kuitenkin
puhua imaginaariluvusta.

Symbolia € kaytetaan ilmaisemaan luvun kuulumista joukkoon. Vastakohtaa
iImaisee symboli ¢.

Esimerkki. 5eN, —2¢N, -2e¢7, —?Z;éz, —?26@,

JTEQ , JTeR,2-3iR,2-3ieC .

Kaksi ensimmaista merkintda voidaan lukea "5 kuuluu luonnollisiin lukuihin® tai
"5 on luonnollinen luku” ja "—2 ei kuulu luonnollisiin lukuihin® tai "—2 ei ole
luonnollinen luku".

Esimerkki. Trigonometrisen yhtalon sina =1 ratkaisu voidaan esittda muo-
dossa @ =90°+n-360°, missd neZ.
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Esimerkki. Esitetdan kokonaislukujen osamaarana
a) paattyva desimaaliluku 12.34

b) paattymaton jaksollinen desimaaliluku X =111.11345345345...

a) 1991234 = 12':.){%6100 — 1120304 . Halutessaan vastausta voi supistaa.

b) Koska tarkasteltavan luvun jakson 345 pituus on kolme numeroa, niin ker-
romme tarkasteltavan luvun ensin luvulla 10° eli 1000, jolloin jaksot uudel-
leen “osuvat paallekkain” siten, etta seuraavassa vahennyslaskussa kaikki
loppupaan jaksot kumoutuvat:

1000x =11111 3.45345345...
X = 111.11345345...

999x =111002.34

_"9111002.34 _ 11100234
999 99900

Tatakin vastausta voisi vield supistaa, mutta jo nytkin luku x on esitetty ko-
konaislukujen osamaarana.

Vahennetaan

X

Maaritelma. Suljettu vali [a,b] sisaltaa kaikki endon a<x <b toteuttavat
reaaliluvut Xx.

Avoin vali Ja,b[ sisaltaa kaikki endon a <x <b toteuttavat reaaliluvut x.

Puoliavoimet valit [a,b[ ja ]a,b] sisaltavat vastaavasti kaikki ehdon
a<x<b taiehdon a<x<b toteuttavat reaaliluvut.

Esimerkki. 2e[2,5] , 2£]2,5]

Ekvivalenssinuolta < on jo aiemmin kaytetty yhtaloa ratkaistaessa ilmoitta-
maan, ettd perattaisilla yhtalsilla on samat ratkaisut.

Ekvivalenssinuoli voidaan yleisemminkin merkita mink& tahansa kahden vait-
teen valiin ilmaisemaan, etta vaitteet ovat ekvivalentit eli yhtapitavat, ts. ne to-
teutuvat samanaikaisesti: joko molemmat ehdot ovat voimassa tai kumpikaan
ehdoista ei toteudu. Ekvivalenssinuoli voidaan lukea sanoina "silloin ja vain
silloin kun" tai "jos ja vain jos".

Esimerkki. xe[2,5] < 2<x<5
X>=4 & x=42

104J Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 104

Ojalain laskuopit




Kahden ehdon valiin merkitty implikaationuoli = ilmaisee, ettd vasem-
manpuoleisen ehdon toteutuessa myo6s oikeanpuoleinen ehto toteutuu
(mutta ei valttamatta kdantaen). Merkinté ei kuitenkaan kerro mitaan siita,
toteutuuko vasemmanpuoleisen ehto vai ei.

Esimerkki. Kirjoitelmassa x=2 = x* =4 oleva implikaationuoli luetaan
kahdessa vaiheessa seuraavasti

"Jos X on 2, niin x toiseen on nelja".
Kirjoitelma on tosi, koska vasemmanpuoleisen ehdon toteutuessa myos oike-
anpuoleinen ehto toteutuu. Kirjoitelma ei kuitenkaan kerro sita, onko x kaksi
vai ei.

Kolmoispistetta .’. kaytetaan johtopaatdksen ilmaisemiseen, kun joista-
kin tosiasioista paatellaan uusia tosiasioita.

Implikaationuolesta poiketen kolmoispistetta saa kayttaa vain, jos sen edella
ollut kirjoitelma on tosi. Kolmoispisteen voi lukea seuraavanlaisina sanoina

"niinpa”, "nain ollen”, "siis”, ... tai selvimmin kahdessa vaiheessa sanoina
"Koska ..., niin ...”

Implikaationuolen ja kolmoispisteen ero selviad seuraavasta esimerkista, jossa
on kaksi paikkansapitavaa kirjoitelmaa.

Esimerkki. Voitan lotossa paavoiton = Rahahuoleni haviavat vahaksi aikaa.
Matematiikkaa tarvitaan kaikkialla. .". Matematiikkaa kannattaa opiskella.

Maaritelma. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Luvun n kertoma n! maari-
tellaan tulona
n'=1.2-3-...-n
Liséksi nollan kertoma maaritellaan ykkoseksi
0l=1

Esimerkki. 41=1-2.-3-4=24,
Laske sama lauseke laskimellasi kokeillen kertoman merkkind huutomerkkia.

1000 _A-Z-7-...- 3000 -1001 _, 00

1000! 1-7.%-...-1000 '
Laskimesi ei ehka pysty sieventamaan tata lauseketta, koska ilman supista-
mista seké osoittaja ettd nimittdja ovat laskimen laskettavaksi liilan suuria.

Esimerkki. Sievennetaan
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Huomautus. Seka nollan kertoma etta luvun nollas potenssi on ns. tyhja tulo,
jossa ei ole yhtaéan tekijad. Tyhja tulo on maariteltava ykkoseksi, silla olemas-
sa olevan tulon arvo ei voi muuttua, jos se kerrotaan tyhjalla tulolla, silla eihan
silloin todella mitdan tapahdukaan:

olemassa oleva tulo x tyhja tulo = olemassa oleva tulo .

%/_/
oltava yksi
Vastaavasti tyhjd summa tarkoittaa summaa, jossa ei ole lainkaan yhteenlas-
kettavia. Tyhjan summan arvo on puolestaan luonnollisesti nolla:
olemassa oleva summa + tyhja summa = olemassa oleva summa.

oltava nolla

Maaritelma. Olkoot n ja k ei-negatiivisia kokonaislukuja, n >k .
Binomikerroin n yli k:n maaritellaan lausekkeeksi

Muistisdanto: n yli k:n on ylemman luvun kertoma jaettuna alemman luvun
kertomalla ja lukujen erotuksen kertomalla.

. . (4 41 _%-4_ 3) 3 _
Esimerkil. )~ 5r it oy~ S 1 ¢ @‘m‘l
—0l=1

n
k

kombinaatiota) voidaan valita joukosta, jossa on n eri alkiota.

Huomautus. Binomikerroin ( ) ilmoittaa montako k-alkioista osajoukkoa (eli

4

Esimerkiksi 4-alkioisesta joukosta {a,b,c,d} saadaan (3

) = 4 erilaista 3-

alkioista osajoukkoa: {a,b,c},{a,b,d}, {a,c,d}ja {b,c,d} seka (‘21) =6 erilais-

ta 2-alkioista osajoukkoa: {a,b},{a,c},{ad},{b,c},{b,d}ja {c,d}.

4
3

kirjain C viittaa sanaan combination. Tunnuksen kirjaimet n ja r liittyvat siihen,

Joissakin laskimissa binomikerroin ( ) saadaankin syo6tteella nCr(4,3), missa

etta englanninkielisissa teksteissa tarkastellaan yleenséa binomikerrointa (?) :

kun taas kirjaimet n ja k ovat vakiintuneet suomalaisissa teksteissa binomiker-
toimen parametreiksi.
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Huomautus. Nimi binomikerroin johtuu siita, ettd maaritelman mukaiset luvut
n
k ]
na, kun binomin x+y potenssi (x+y)" kerrotaan auki.

k=0,12,...,n, esiintyvat seuraavan lauseen mukaisesti termien kertoimi-

Binomilause. Olkoon n ei-negatiivinen kokonaisluku. Silloin

R e AR g

n

Esimerkki. (x+y)® = (g)x?’yo " (i)xzyl +(§)x1y2 +(§)X0y3

=x3 + 3x2y + 3xy2 + y3

Huomautus. Laskimissa on tavallisesti oma komentonsa expand kertolaskun
ja potenssiin korotuksen suorittamiseksi, koska tekijamuoto on monasti kaytto-
kelpoisempi eika laskin voi etukéateen tietda pitaisiko tulolauseke laskea auki
vai el.

Esimerkki. Maaritd muotoa x*®y*® olevan termin kerroin, kun (2x? —3y?3)™°
kerrotaan auki.

(2x* -3y?)° =(2x*+(-3y )" = (1(?)(2x -3y 3%+ (110)(2x {3y ¥ *+..

Taman termin kerrointa kysytaan

10

i
Kysytty kerroin on (110) 2% (=3)' = EL .2°.(-3) =-15360.

I (10-=Tj1

Kerroin 16ytyy my6s pitkdn vastauksen sisaltéa suorittamalla koko potenssiin-
korotus laskimella.

Huomautus. Binomin pieneen 1

potenssiin liittyvat kertoimet saa 1 1
napparasti ns. Pascalin kolmiosta, 1 2 1

jossa ylimmalla vaakarivilla on yksi et ety
ykkonen ja alempien vaakarivien luvut 1 5 10 10 5 1

saadaan aina laskettua vinosti
ylapuolella olevien lukujen summana
viereisen mallin mukaisesti:
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Esimerkki. Kun potenssi (2x —y?)* kerrotaan auki, binomikertoimet saadaan

siltd Pascalin kolmion rivilta, jossa ykkosen perassa on eksponenttina oleva
luku 4. Nain ollen

(2x—y*)* =1-(2x)*(-y*)" + 4 - (2x)*(-y*)" +6 - (2x)*(-y*)*
+4-(2x)'(=y*)’ +1-(2x)°(=y?)"*
=16x" —32x%y? + 24x°y* —8xy°® +y°®

Harjoitustehtavia

10.1 Miten seuraavat vaitteet tulisi lukea @aneen? Totea jokaisesta vait-
teesta erikseen, pitddko se paikkansa.

vl) 2€[2,5] V2) X*>4=>%x>2 V3) X<y -X>-y
a) -3eZ b) 7/4cR ) 4-2iegC
d) 5¢€]0,5[ eg) x=3=>x*=9 f) x*°=4=x=2

g xeN=xeZ h) x>y=>x’>y? i) x<-2=>x*2>4

) x<yo2x<2y k) x<y:>§<1 ) x>y:>%<%

m XxeR=x*>0 n) x<3=x*<9

10.2 Luettele nimetyt lukujoukot "pienimmasta” "suurimpaan”. Anna sellainen
esimerkki kunkin lukujoukon luvusta, joka ei kuulu edelliseen lukujouk-
koon.

10.3 Esitd murtolukuna
vl) 1,23  v2) 12,0343434... a) 0,032 b) 0,12345634563456...

o v s 455 35} ) ) (3 e

10.5 Esita (x+y)* (x+y)°, (2x+3y)* ja(x—2y)°> auki kerrottuina kayttaen
apuna Pascalin kolmiota. Tarkista tuloksesi laskimella.

10.6 Maarita laskinta (i) nelilaskimena kayttaen (ii) tehokkaasti hyédyntaen
muotoa x*y® olevan termin kerroin, kun lauseke

vl) (2x*-3y*)®° a) (3x*—-2y?)*® kerrotaan auki.
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11. FUNKTIOISTA
11.1 Funktion kasite

Maéaritelma. Suure y on toisen suureen x funktio, jos suureeny arvo maa-
raytyy yksikasitteisesti suureen x arvosta.

Tallaisen riippuvuuden olemassaolo ilmaistaan merkinnalla y=y(x) tai
y=f(x) (luetaan esimerkiksi "yy on yy ax" tai "yy on af axasta").

Suuretta x sanotaan argumentiksi tai my6s vapaaksi eli riippumattomaksi
muuttujaksi (independent variable). Funktiota y voidaan sanoa myas riip-
puvaksi muuttujaksi (dependent variable).

Esimerkki. Koska nelion ala A maaraytyy yksikasitteisesti nelion sivun s
arvon perusteella, niin nelién ala on sivun s funktio ts. A = A(s). Koska tun-
nemme tata riippuvuutta esittdvan matemaattisen yhtalon, niin voimme Kkirjoit-
taa tarkemminkin A= A(s) =s°.

Vastaavasti kuution tilavuus V on sivun s funktio, V =V(s) =s®.

Edelld sana funktio tarkoitti suuretta, jonka arvo riippui yksikasitteisesti toises-
ta suureesta.

Sana funktio voi tarkoittaa myds sita sdanto4, joka liittdd argumentin x arvoon
suureen y yksikasitteisen arvon. Hyvin usein tama sdantdé annetaan yhtalona,
jossa riippuva suure y on esitetty vapaan muuttujan x avulla. Voimme siis pu-
hua esimerkiksi funktiosta y=x? ja trigonometrisista sini- ja kosinifunktioista
pelkkind matemaattisina saantoina ilman etté tarkastelemme mitaan fysikaali-
sia suureita, joiden arvo riippuu yksikasitteisesti toisesta suureesta.

Jos y on muuttujan x funktio y = y(X), niin muuttujan x tiettyyn arvoon x, liit-
tyvaa funktion y arvoa merkitaan y(x,), mika luetaan "yy arvolla ax nolla”.

Esimerkki. Olkoon y =y(x)=x*. Silloin
y=2=1,y(4)=4=64, y@=a’, y@+l)=(@+1)’=a’>+3a°+3a+1.

Esimerkki. Jos u=u(t)=1/t, niin u(0) ei ole maaritelty.
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Huomaa, etta esimerkiksi merkinnasta y(x + 3) et voi suoralta kédelta sanoa
tarkoittaako se tuloa "y kertaa (x + 3)" vai jonkin funktion y arvoa argumentin
arvolla x+3. Merkinnan tarkoitus on selvitettava kulloisestakin asiayhteydesta.

Mikali tekstissa ei puhuta mitdan funktiosta y, vaan sanotaan esimerkiksi vain,
etta "sievenna lauseke y(x +3) —y(x —3)", niin kyseess& on muuttujia X ja'y

seka yhteen-, vahennys- ja kertolaskua sisaltava lauseke, joka sievenee muo-
toon yx +3y —yx + 3y =6y.

Jos taas tekstissa puhutaan funktiosta y, niin lauseketta y(x +3) ei saa laskea
tulon osittelulakia matkien muodossa y(x + 3) = y(x) + y(3), vaan ensin on
yksityiskohtaisesti selvitettava, miten funktion arvo maaraytyy kohdassa x+3.

Esimerkki. Jos s-sivuisen nelion alaa merkitaan A(s), niin silloin merkinta
A(s +t) tarkoittaa (s +t)-sivuisen nelion alaa, joka on

A(S+1t)=(s+1)> =s® + 25t +1t? =s® +1t% +2st = A(S) + A(t) + 2st .
Merkinnasséa A(s +t) ei siis ole kyse mistaan kertolaskusta "A kertaa (s +t)”

eika lauseketta saa muokata kertolaskun osittelulakia kayttden muotoon
A(s) + A(t), joka olisi edellisesta poiketen s® +t?.

Esimerkki. Koska s-sivuisen kuution tilavuus V =V (s) =s?, niin 2s-sivuisen
kuution tilavuus on V(2s) = (2s)® =8s® =8-V(s).

Merkinnassa V (2s) ei siis ole kyse mistaan kertolaskusta "V kertaa (2s)” ja
siksi lausekkeessa V (2s) "tekijoiden” paikkaa ei saa vaihtaa kertolaskun
vaihdantalakia mukaillen jarjestykseen 2V (s).

Matematiikassa esiintyy monia varsin erikoisestikin maariteltyja funktioita, joilla
on vakiintuneet useampikirjaimiset tunnukset kuten sin, cos, In, Ig, arcsin, ...

On huomattava, ettd ndma funktiot eivat noudata "kertolaskun kaavoja”, vaan
ne noudattavat omia lakejaan, joita tarkastelemme mydhemmin kunkin funkti-
on yhteydessa.

Esimerkki. Osoitamme kirjoitelman sin(2-«)=2- sina vaaraksi arvolla

a = 30° kayttaen apuna tasasivuisesta kolmiosta
(sivun pituus 2 yksikk6a) korkeusjanalla puolitta-
malla saatua suorakulmaista kolmiota.

sin(2- &) = sin(60°) = vastainen kateetti _ \/§

hypotenuusa 2
2-sina :2-sin(30°):2-%:1

Kirjoitelman yhtasuuruus ei toteudu, kun « = 30°.
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Trigonometriassa voidaan osoittaa, etta kaikilla kulman « arvoilla on voimassa
kaava sin(2-a)=2-sina-cosa .

Taman kaavan yleista paikkansapitavyytta ei voi tietenkaan todistaa tutkimalla
kirjoitelmaa vain joissakin erikoistapauksissa. Mutta jos kaavamme toteutuu
satunnaisesti valitulla kulman arvolla, niin on mahdollista, ettd kaava todellakin
on oikea. Jos valitsemme esimerkiksi a =23.4°, niin laskimella saadaan kaa-
van eri puolille laskentatarkkuuden puitteissa (likimain) yhtéa suuret arvot

VP =sin46.8° ~ 0.7289686274214
OP =2-sin(23.4°)-c0s(23.4°)

~2-0.39714789063478 -0.91775462568398 ~ 0.72896862742143
Tama esimerkki puoltaa vaitettamme, ettd em. kaava voisi todellakin olla oikea.

Huomautus. Vaitteen voi osoittaa vaaraksi yhdellakin vastaesimerkilla, mutta
vaitteen oikeaksi todistamiseen ei riita yksi esimerkki, vaan véaite pitaa todistaa
oikeaksi kaikilla mahdollisilla arvoilla.

Funktiota y = y(x) voi havainnollistaa piirtdmalla sen kuvaajan. Talldin suora-
kulmaiseen xy-koordinaatistoon merkitaan yhtalosta y=y(x) maaraytyvia pis-
teita (x,y(x)), jotka tavallisesti maarittavat koordinaatistoon jonkin viivan.

Koska funktion arvo on aina yksikasitteinen, niin funktion kuvaajalle on omi-
naista, etta jokaiseen argumentin x arvoon liittyy enintaan yksi funktion y arvo
eli jokainen koordinaatistoon piirretty pystysuora suora leikkaa funktion kuvaa-
jaa enintdan yhdessa pisteessa.

Esimerkki. Piirretdaan funktion y =0.5x +2 X
kuvaaja laskemalla ensin joitakin kuvaajan pisteita. =2
Pisteet merkitdan koordinaatistoon ja lopuksi niiden 0
kautta piirretaan sopiva viiva. 213 | %

Tassé esimerkissa funktion kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin k =0.5 saa-
daan yhtalosta x:n kertoimena. Suora leikkaa y-akselia vakiotermin 2 maaritta-
mall& korkeudella.

Esimerkki. Viereen on piirretty paloittain maaritellyn
3, josx<1
X — 2, muulloin
asetusta, jossa vain lasketut pisteet merkitddn nakyviin.
Jos lasketut pisteet tulostimen asetusten mukaan yhdis- ;
tetaan toisiinsa suoralla viivalla, niin kuvaan tulee kohtaan 2 1 |_ 1/"? 34

funktion y ={ kuvaaja kayttaen piirtamis-

x =1 ylimaarainen pystysuora viiva. R P
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Jos funktio tunnetaan vain muutamien likimaaraisten mittauspisteiden
avulla, niin mittauspisteet merkitddn koordinaatistoon ja kasin piirrettdessa
kuvaaja piirretddn kauniina, harkitun yksinkertaisena viivana, joka sopii mah-
dollisimman hyvin pistejoukkoon. Viivan ei valttamatta tarvitse kulkea yhden-
k&an likimaaraisesti tunnetun pisteen kautta. Jos kuitenkin esimerkiksi teoreet-
tisin perustein tieddmme kuvaajan kulkevan vaikkapa origon kautta, niin tama
tietenkin otetaan viivaa piirrettdessa huomioon.

Esimerkki. Viereisissa kuvissa on piirretty y S\ ;
likimaaraisiin mittauspisteistoihin liittyvat, 6,,-% 4 f
sopivan yksinkertaisilta vaikuttavat viivat. A x ? £ x
Ensimmaisessa tapauksessa sopiva viiva P b JJ

voi hyvinkin olla suora, jonka yhtaléssa Vol é‘w/

y =ax + b olevien kertoimien a ja b likiarvot

saadaan maaritettya silmamaaraisesti sovitetun suoran ominaisuuksien avulla.
Taméan regressiosuoran kertoimet voidaan tarkemmin laskea esimerkiksi las-
kimen regressiotoimintoja kayttaen.

Toisessa tapauksessa sopiva kuvaaja voi olla paraabeliy = ax® +bx +c, jonka
kertoimet saadaan myos laskimen sopivalla regressiotoiminnolla.

Apuvalineitd kayttdessaan laskija joutuu tavallisesti itse paattdmaan sen
funktiotyypin, jota pisteistodn sovitetaan. Apuvaline laskee sitten valitul-
le funktiotyypille ”parhaat mahdolliset” kertoimet.

Kertoimien laskemisessa kaytetdan tavallisesti pienimman nelisumman
menetelm a4, jolloin kertoimet valitaan siten, ettd mittauspisteiden ja kuvaajan
valisten pystysuuntaisten poikkeamien neliéiden summa on pienin mahdollinen.
Sovitettava kayra voi olla korkeampaakin kuin ensimmaista tai toista astetta
oleva polynomi. Monissa kasvu- ja kuolemisprosesseissa kaytetaan ekspo-
nenttifunktiota, josta tulee puhe luvussa 14.

Huomautus. Esimerkiksi pisteisiin (0,7), (1,5) ja (2,4) parhaiten sopiva suora
y =-1.5x + 6.8333 saadaan TI-Nspire CX CAS -laskimen komennolla
LinRegMx {0,1,2},{7,5,4}
Pisteisiin (-2,4), (0,0) ja (2,5) parhaiten liittyva paraabeli y =1.125x* + 0.25x
saadaan vastaavasti laskimen komennolla
QuadReg {-2,0,2},{4,0,5}
Viimeksi lasketun regressiotoiminnon tulokset ndhdéaan komennolla
stat.results

ja viimeksi maaritelty regressiofunktio on tallennettu laskimeen nimella
stat.RegEqn()
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11.2 Itseisarvo ja muita perusfunktioita

Tarkastelemme seuraavassa muutamia matematiikassa usein kaytettavia
perusfunktioita tarkeimpine ominaisuuksineen.

X, jos x>0

Maaritelma. Reaaliluvun x itseisarvo on |X|:{—x jos x<0°

Itseisarvofunktion tunnuksena kéaytetaan laskimissa yleisesti lyhennettd abs
johtuen sanasta absolute value.

Esimerkki. [4|=4, |-5=—(-5)=5, N2-1=+2-1, silay2-1=0
\2—\/7\:—(2-ﬁ):—2+ﬁ, silla 2 -7 <0.
‘xz‘ = x?, silla jokaisen reaaliluvun x nelid on ei-negatiivinen.

[-x| =|x|. Lauseketta ei voi sieventaa pidemmalle ellei x:n merkkia tiedeta.
Jos x on negatiivinen, niin |x| = —x.

Huomautus. Lauseke |x—a| esittaa lukusuoran lukujen x ja a vélimatkaa.

Esimerkki. |x—3|<1 < lukujenx ja 3 valinen etaisyys: 1
& 2<x<4

Ix—3|>1 < lukujen x ja 3 valinen etaisyys > 1
& Xx<2 tal x>4

Itseisarvofunktion kuvaaja yhtyy viereisen kuvan y
mukaisesti negatiivisilla x:n arvoilla suoraan y =—X y

ja positiivisilla x:n arvoilla suoraan y =X. ‘ X

Esimerkki. Piirra funktion y =1+|x —2| kuvaaja.

Tapa 1. Tutkitaan funktion lauseketta eri alueissa:
Jos x<2, nin y=1+(—(x-2)=-x+3.
Jos x>2, nin y=1+(x-2))=x-1.

. . ) . 2 4
Kumpaankin alueeseen on sitten piirretty sievennetyn X
funktion kuvaaja.
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Tapa 2. Kuvaajan voi piirtad myos vaiheittain:
1) Piirretdan nouseva suora y=x-2. Y| .

2) Itseisarvofunktion y =|x 2|

kuvaaja saadaan edellisesta peilaa-
malla x-akselin alapuolella olevat
pisteet x-akselin ylapuolelle.

3) Summafunktion y =|x —2|+1 kuvaaja saadaan siirtamalla edellisen kohdan
tuloksena saatua V-viivaa yhden yksikon verran yléspain.

y=x-2 y=|x-2| y=|x-2|+1

Maaritelm&. Merkkifunktio maaritelladn ehdosta
+1, jos x positiivinen
sign(x)=4 0, josx=0 :
-1, jos x negatiivinen

Huomautus. Merkkifunktio arvolla O jatetaan usein méaarittelematta tai sille
kaytetdan merkintaa +1.

Esimerkki. Jokaiselle reaaliluvulle x on voimassa x = sign(x)- |-

Maaritelma. Lattia- ja kattofunktiot maaritellaan ehdoista
floor(x) = suurin kokonaisluku, joka on enintaan x:n suuruinen ,
ceiling(x) = pienin kokonaisluku, joka on vahintdan x:n suuruinen.

Huomautus. Lattia- ja kattofunktioista saa kasityksen ajattelemalla pysty-
suoraa lukusuoraa kerrostalona, jossa kokonaislukuvalit edustavat kerroksia,
joissa kussakin asuu aina tietyn kokonaislukuvalin reaaliluvut.

Esimerkki. floor(3.)=3 floof 3 =3 floof— 3.}=-
ceiling(3.)= 4 ceilind 3= 3 ceiling— 31)=-3

Esimerkki. Osoitetaan vaite floor(x +y) = floor(x) + floor(y) vaaraksiyh-
den vastaesimerkin avulla.

Jos valitaan esimerkiksi x =2.6 jay =3.8, niin yhtaloén puolet ovat erisuuret:
Vasen puoli = floor(2.6 + 3.8) = floor(6.4) =6
Oikea puoli = floor(2.6) + floor(3.8) =2+3=5
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11.3 Funktioiden ominaisuuksia

Maéaritelma. Funktiota sanotaan kasvavaksi (vahenevaksi), jos sen kuvaa-
ja on nouseva (laskeva).

Esimerkki. Funktio y = x* on kasvava, kun x>0, y
ja vaheneva, kun x<0. X

Maaritelma. Funktio y =y(x) on jaksollinen, jaksona T, jos T #0 ja
y(Xx+T)=y(x) kaikilla niilla x:n arvoilla, joilla funktio on maaritelty.
Pieninta positiivista jaksoa T sanotaan perusjaksoksi.

Huomautus. Jaksollisen funktion kuvaaja ei muutu mitenk&an, vaikka sité
siirretddn oikealle tai vasemmalle jakson verran.

Funktion perusjakso on lyhin positiivinen siirto, jossa funktion kuvaaja osuu
taydellisesti alkuperéaisen kuvaajan paalle. Myo6s kaikki perusjakson kokonaiset
monikerrat ovat tietenkin funktion jaksoja.

Esimerkki. Funktio ¥y =sinx on ]f
jaksollinen, jaksona esimerkiksi

+27, +4rx, t67, ... \\_/211 \_/‘ \\_/211

Perusjaksona on 2.

Esimerkki. Funktio y = x—floor(x)
on jaksollinen perusjaksona T =1.

Funktioiden parillisuus ja parittomuus

Maaritelma. Funktio y =y(x) on y
parillinen, jos y(—x) =y(x) kaikilla niilla /{ik X

x:n arvoilla, joilla funktio on maaritelty. X | X

Koska parillinen funktio saa yhtd suuret arvot kohdissa —x ja x, niin parillisen
funktion kuvaaja on symmetrinen y-akselin suhteen.
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Esimerkki. Funktiot f(x)=3x", g(x)=7x"-5x*+1 ja h(x)=cosx ovat
parillisia, silla esimerkiksi

g(—x) = 7(—x)* =5(-x)* +1=7x* —=5x* +1=g(x) kaikilla x:n arvoilla.

Maaritelmé&. Funktio y = y(x) on pariton, -Vl/‘m\k_ﬁ
jos y(—x) =-y(x) kaikilla niilla x:n arvoilla, X ] x
joilla funktio on méaaritelty. 1

Koska pariton funktio saa itseisarvoltaan yhta suuret mutta vastakkaismerkki-
set arvot kohdissa —x ja x, niin parittoman funktion kuvaaja on symmetri-
nen origon suhteen.

Esimerkki. Funktiot f(x)=4x>, g(x)=6x>-5x ja h(x)=sinx ovat parit-
tomia, silla esimerkiksi

g(—x) = 6(—x)* —=5(—x) = —6x° + 5x = «(6x°> —5%) = —g(X)
kaikilla x:n arvoilla.

Useimmat funktiot eivat ole parillisia eivatka parittomia, silla funktioiden kuvaa-
jat eivat yleensa ole symmetrisia.

Esimerkki. Funktio y(x)=4x”+3x ei ole parillinen eika pariton. Taméan kiel-
teisen tuloksen voi todistaa oikeaksi tarkastelemalla yhtéa sopivaa arvoparia.
Koska luvut y()=4-1+3-1=7 ja y(-1)=4(-1)°+3(-)=4-3=1 eivatole
samoja eivatka vastalukuja, niin funktio y(x) ei voi olla parillinen eika pariton.

Lause. Kahden parillisen funktion tulo on parillinen.
Kahden parittoman funktion tulo on parillinen.
Parillisen ja parittoman funktion tulo on pariton.

Todistetaan edellisen lauseen viimeinen véite. Olkoon
f(x) parillinen tsf ¢x =f &) jag k) paritots g(—x)=-g(x).
Tarkastellaan tuloa T(x) =f(x)-g(x). Koska
T (—x) =f(=x)-g(-x) =f(x)- (=g (x)) = = (f(x) - g(x)) = -T (x)

kaikilla x:n arvoilla, niin T (x) on pariton funktio.

Funktioiden parillisuus/parittomuus on eri asia kuin kokonaislukujen parilli-
suus/parittomuus. Niinpad monet parillisia ja parittomia funktioita koskevat
tulokset saattavat ensi kuulemalta vaikuttaa vaarilta.
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Nimensa parilliset ja parittomat funktiot ovat saaneet siita, etta jos ne ovat po-
lynomeja tai jos ne voidaan esittdd "astetta aaretdon olevien polynomien” (eli
ns. potenssisarjojen) avulla, niin naissa "polynomeissa” on vain muuttujan pa-
rillisia/parittomia potensseja.

Esimerkki. Pariton funktio sinx voidaan esittdd muuttujan x parittomia po-
3 5 7

tensseja sisdltdvana potenssisarjana: sinx = x — % + % - % +—..
Vastaavasti parillinen funktio cosx voidaan esittdd muuttujan x parillisia po-
2 4 6
tensseja sisdltavana potenssisarjana: cosx =1- % + % - % ...
. . . . xox2 ox® x4
Koska eksponenttifunktion potenssisarjassa e* =1+ ETRC TR TR TS

esiintyy seké x:n parillisia etta parittomia potensseja, niin eksponenttifunktio ei
ole pariton eika parillinen.

Huomautus. Funktiota voi approksimoida potenssisarjansa alkupaéan avulla.
Trigonometrista funktiota arvioitaessa kulma on esitettava radiaaneina:

. o 023 0.2°
EsimerkKki. in(0.2)=0.2-=—+== —~...=0.2-0.001333...+0.000002666... - + ..

Termien maara | 1 2 3 4
Alkupaan summa‘O.Z 0.198666... 0.198669333... 0.1986693307936...

Vertaa: sin(0.2")=0.19866933079507

Harjoitustehtavia

11.1 Maarittele laskimeesi funktio y(x) = x* —x vaikkapa komennolla
Define y(x)=x?—x . Laske seka kasin etta laskimella lausekkeet
y(0.1), y(a), y(a+b) ja y(a)+y(b) . Maarita funktion y(x) nollakohdat.
Suorita lopuksi laskimellasi potenssiin korotukset (a+b)° ja (x +y)°.
Oliko jommassakummassa potenssiin korotuksessa ongelmia? Miksi?

11.2 Sievenna seka kasin ettd laskimella lauseke k(a+b)-k(a+1)—-k(b+1).

11.3 Laske seka kasin etta laskimella (3), f(%), ﬁ ja f(f(3)) , kun

v) f(x)=x2+1 a) f(x)=))((T+%.

11.4 Esita ilman itseisarvomerkkeja eri alueissa
vl) |x+3]  v2) |x-1-[2x+1] a) 5-|x+] b) |x—2+[2x +6|
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11.5

11.6
11.7

11.8

11.9

11.10

11.11

11.12

11.13
11.14
11.15

11.16
11.17

11.18

11.19

118J

Piirra kasin ja laskimella seuraavien funktioiden kuvaajat
a)y=[x+1] b)y=x+1 c)y=[x+1+|x-4

Ratkaise kasin ja laskimella a) [x-3<2 b) [x+2/>3 ¢) 2<[x-7|<5

Maarita laskimella pistejoukkoon v) (-3,5), (-1,1), (0,0), (3,-6)
a) (0,7), (1,5), (3,2) ja (5,-3) mahdollisimman hyvin sopiva suora.

Etsi jotkin sellaiset luvut x jay, joilla kirjoitelma

ceiling(x +y) = ceiling(x) + ceiling(y)
pitaa paikkansa. Asian varmistamiseksi laske kirjoitelman vasemman ja
oikean puolen arvot kyseisilla muuttujien arvoilla. Etsi sitten uudet luvut
X jay, joilla kirjoitelma ei ole voimassa. Tarkista asia laskemalla.

Piirra funktion y = floor(x) kuvaaja laskimella. Muista, etta jokainen

pystysuora suora leikkaa funktion kuvaajaa enintdan yhdessa pistees-
sa. Ei kai kuvaajassasi ole mitdan vikaa. Mista se saattaisi johtua?

Esita parillisen ja parittoman funktion maaritelmat seka kuvaajien
symmetrisyytta koskevat lauseet.

Osoita maaritelmaan perustuen, etta funktio

a) f(x)=3x"+5 on parillinen b) g(x)=4x®—-2x on pariton
c) h(x)=2x>+3x> eiole parillinen eiké pariton.

Tutki seka laskimella piirretyn kuvaajan avulla ettd maaritelmaan pe-

rustuvalla omalla tarkastelullasi, mitk& seuraavista funktioista ovat pa-
rillisia, parittomia tai ei kumpaakaan

v) f(x)=|x|+1 a) g(x)=floor(x?) b) h(x):x—lg

Todista, ettd kahden parittoman funktion tulo on parillinen.

Tutki kahden parittoman funktion summan parillisuutta/parittomuutta.
Keksitko funktion, joka on seké parillinen etta pariton? Piirrd funktion
kuvaaja asian varmistamiseksi.

Olkoon f(x) pariton funktio. Maéarita f(0), jos se on méaritelty.

Milloin polynomi esittaa parillista funktiota? Enta paritonta funktiota?
Milloin polynomi ei ole parillinen eik& pariton?

Olkoon funktio f(x) jaksollinen, jaksona T. Mita voit sanoa seuraavien
funktioiden jaksollisuudesta?

V) g(x) = 4f(3x)  a) h(x)=f(§) b) i(x) =f(5x) -6

Piirra funktion f(x) kuvaaja, kun f(x)=x valilla 0<x <2 ja lisaksi
a) f(x) on jaksollinen jaksona :

b) f(x) on pariton ja jaksollinen jaksona 4

c) f(x) on parillinen ja jaksollinen jaksona 4.

Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra
Ojalain laskuopit

118




12. ANALYYTTISTA GEOMETRIAA
12.1 Peruskasitteita

Analyyttisessa tasogeometriassa tutkimme viivojen ominaisuuksia ensin
suorakulmaisessa xy-koordinaatistossa, jonka molemmilla akseleilla yk-
sikkdjanat ovat yhta pitkat. Apuna kaytetaan pisteiden koordinaatteja ja vii-
vojen yhtaloita.

Jos akseleiden yksikk6janat olisivat erimittaiset, niin samojen yhtéldiden esit-
tamien viivojen muodot ja viivojen valiset kulmat muuttuisivat.

My6hemmin tutkimme samoja asioita myds napakoordinaatistossa, jossa
joidenkin viivojen kéasittely on helpompaa kuin suorakulmaisessa koordinaatis-
tossa.

Viivan yhtalo tarkoittaa sellaista yhtal6a, jonka ko. viivalla olevien pisteiden
koordinaatit toteuttavat, mutta muiden pisteiden koordinaatit eivat toteuta.

Viivan yhtal6d saa muokata kuten mitéa tahansa muutakin yhtaléa viivan muut-
tumatta.

Esimerkki. Piste (2,3) on viivalla, jonka yhtald on x*+y? =13, silla pisteen
koordinaatit toteuttavat ko. yhtalon. Sen sijaan piste (3,4) ei ole talla viivalla.

Yhtalon kuvaaja muodostuu niista pisteistd, joiden koordinaatit toteuttavat
kyseisen yhtalon. Yhtalon kuvaaja on tavallisesti jokin viiva, joka voidaan piir-
taa eri tavoin:

1. Méaarittdmalla yhtalon avulla viivan pisteitd, jotka merkitaan koordinaatis-
toon ja joiden kautta viiva piirretaan kasin.

2. Tietokoneella tai laskimella. (Huomaa, etta joillakin apuvalineilla voi piirtda
vain ratkaistussa muodossa y = f(x) olevan yhtalon kuvaajan, ei ratkaise-
mattomassa muodossa F(X,y) =0 olevan yhtalén kuvaajaa).

3. Tunnistamalla yhtalo tietyn viivan yhtaloksi.

Tassa luvussa on tarkoituksena oppia tuntemaan tarkeimmat viivat ja
niiden yhtalot siten, ettd heti yhtalon nahtydmme saamme mielikuvan vii-
vasta ja sen tarkeimmistd ominaisuuksista ilman, etta joudumme laske-
maan viivan pisteita tai kayttamaan apuvalineita.
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Esimerkki. Viivan y =2x —1 voi piirtéda eri tavoin.

1. Viivan saa piirrettya kasin laskemalla ensin joitakin viivan pisteita, jotka si-
joitetaan koordinaatistoon. Muutaman lasketun pisteen jalkeen on selvaa,
etta kaikki lasketut pisteet ovat samalla nousevalla suoralla.

2. Sama viiva voidaan tietenkin piirtaa eri apuvalineilla.

Taman ratkaistussa muodossa olevan funktion kuvaajan voi piirtaa
laskimen TI-Nspire CX CAS piirtotilan valinnoilla

3] Kuvaajan syétté/Muokkaus  [1: Funktio

ja kirjoittamalla piirrettdvan funktion méaarittelevan lausekkeen.

3. Analyyttista geometriaa tunteva lukija nékee jo viivan yhtalésta y = 2x -1
monta asiaa: Koska yhtalé on ensimmaisté astetta, niin se esittéaa jotakin
suoraa. Muuttujan x edesséa oleva kulmakerroin 2 kertoo, etta suora nousee
yksikon matkalla kaksi yksikkda. Vakiotermista —1 selviaa, etté suora leik-
kaa y-akselia kohdassa y =—-1. Taméan kaiken tottunut laskija ndkee yhta-
l6sta yhdella silméayksella ja niinp& han voi suoran tutkimisen asemasta heti
keskittya siihen oleelliseen ongelmaan, jonka yhteydessa suora esiintyy.

Esimerkki. Tutkitaan viivaa x* +y* =16 .
1. Viiva voidaan piirtdé pisteittain ja se vaikuttaa ympyralta:

X |y=2J16-x? y

0 +4 S
+1 +39
+2 +3.5 o
+3 +2.6
+4 0

+5 | ei maaritelty
+6 | ei maaritelty

2. Kaikilla laskimilla ympyraa ei voi piirtaa ratkaisemattomassa muodossa
x? +y? =16, vaan ehka y joudutaan ratkaisemaan muuttujan x lausek-

keena, jolloin saadaan kaksi eri ratkaisua y = /16 —x* . Nama on piirret-

tdessa maariteltava laskimeen kahtena eri funktiona. Naista toinen esittaa
ylempaa puoliympyréa ja toinen alempaa.

Taman ratkaisemattomassa muodossa olevan ympyran yhtalon kuvaajan
voi kuitenkin piirtaa laskimen TI-Nsipre CX CAS Kuvaajat-tilan valinnoilla

: Kuvaajan syotté/Muokkaus : Yhtalo : Ympyra : Perusmuoto

taydentamalla laskimen tulostamaan yhtal6én sopivat kertoimet.

3. Analyyttista geometriaa tunteva lukija nékee heti tarkasteltavan yhtalon
esittavan origokeskista ympyraa, jonka sade on 16 =4.
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Huomautus. Koska kahden viivan yhteiset pisteet (leikkauspisteet tai sivua-
mispisteet) ovat kummallakin viivalla, niin kyseiset pisteet toteuttavat molem-
pien viivojen yhtalot. Nain ollen kahden viivan yhteiset pisteet saadaan rat-
kaistua molempien viivojen yhtaldista muodostuvan yhtéloparin avulla.

Ké&aéntaen: Yhtalopari voidaan ratkaista graafisesti piirtamalla kummankin
yhtalén kuvaaja ja lukemalla kuvasta viivojen yhteisten pisteiden koordi-
naatit.

Esimerkki. Paitsi piirtamalla suorien y =2x +1 ja y =—x+4 yhteinen piste
y=2x+1
=—X+4"
Sijoittamalla edellinen y jalkimmaiseen yhtaloon saadaan
2X+1=-—x+4 < x=1,jolloin y =3. Leikkauspiste on siis (1,3).

loydetdan myos ratkaisemalla yhtalopari

Pisteiden (x,, y,) ja (x,,y,) valinen etéisyys y (X, %)
saadaan Pythagoraan lauseen avulla kuvan
suorakulmaisesta kolmiosta: (X,.¥) vy
2 2 -
d:\/(xl_XZ) +(y1_y2) x| X

Esimerkki. Pisteiden (2,—-3) ja (5,1) vélinen etaisyys on

d=\(2-5) +(-3-1 =9+16 =5.

Esimerkki. Maaritetdan se suoran y = x+2 piste, joka on etaisyydella 5
pisteesta (2, 3).

Koska etsitty piste on suoralla y = x + 2, niin piste on muotoa (Xx,x+2) . Kos-
ka tdman pisteen etaisyys pisteesta (2, 3) on 5, niin

() d=y(x-2?+(x+2-3)* =5 | korotetaan nelicon

X2 —4Xx+4+%x>-2x+1=25

2x* -6x—-20=0 | :2, kayta ratkaisukaavaa
(5 . B (7
x_{_z , jolloin y=x+2= 0

Vastaus: Suoralla on kaksi sopivaa pistetta (5, 7) ja (-2, 0)

Kaytdnndssa x kannattaa ratkaista laskimella suoraan yhtélosta (*) tai yhtalo-

=X+2
parista Y :
J(x=2)° +(y -3)° =5
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Harjoitustehtavia

12.1.1

12.1.2

12.1.3

12.1.4

12.1.5

12.1.6

12.1.7
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Tutki, onko piste (1, 2) viivalla
vl y=x*+1 v2) x*+y®=4xy
a) 13x-7y-1=2 b) x*+y®-xy-7=0

Maarita se suoran y =x+8 piste, joka on
v) 5 yksikon etaisyydella pisteesta (-1, 6)
a) 13 yksikon etaisyydella pisteesta (1, 2).

Maéarita ne
v) y-akselin pisteet, jotka ovat 13 yksikon etadisyydella pisteesta (5, 7)
a) x-akselin pisteet, jotka ovat 5 yksikon etaisyydella pisteesta (6, 4).

Kuinka pitkan janan paraabeli y = x* erottaa suorasta
V) y=-X+2 a) y=-2x+3

Maarita se kayran y = x> piste, jonka etéisyys pisteesta (1 —9) on
v) 2 kertaa niin suuri kuin ko. pisteen etaisyys pisteesta (2,5).
a) 3 kertaa niin suuri kuin ko. pisteen etaisyys pisteesta (2,5).

2

2

-1 b)ég—%?zl

kuvaaja laskimella kahdella eri tavalla

- ratkaisemalla yhtalosta ensin y muuttujan x avulla

- suoraan annetusta yhtalosta mikali mahdollista. (Joissakin laskimis-
sa piirtdminen onnistunee antamalla vain piirrettavan viivan yhtalo.
TI-Nspire CX CAS -laskinta kaytettaesséa on yhtalon kuvaaja kuiten-
kin osattava luokitella ennen piirtamistad. Myohemmin me tulemme
nakemaan, ettd tehtdvassa annetut yhtalét esittavat ns. kartioleik-
kauksia, jolloin niiden kuvaajat voidaan piirtda TI-Nspire CX CAS -
laskimella yhtalomuodosta valitsemalla yhtalon tyypiksi kartioleikka-

uksen tai tarkemmin a-kohdassa ellipsin ja b-kohdassa hyperbelin.)

X2

y2
Piirra yhtalon a) 3 +

. o y =X y =x°
Ratkaise graafisesti yhtalopari v) a)
y=X+2 y=2X+3
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12.2 Suora

Huomautus. Suoran yhtaléssa ||y =kx+b 4
- vakiotermi b m&&raa sen kohdan, missé suora o b k-
leikkaa y-akselia / T
- kulmakerroin k mé&arééa suoran suunnan: <
Edettédessa yksi yksikko oikealle suora nousee k yksikkéa. - / SR

Jos k>0, niin suora on nouseva, jos k<0, niin suora on laskeva.

Lause. Suorat ovat yhdensuuntaiset, jos ne nousevat yksikon matkalla yhta
paljon eli jos niiden kulmakertoimet ovat yhta suuret, ts.

L1HL2 Ad k1:k2

Huomautus. Tama yhdensuuntaisuusehto on voimassa, vaikka akseleiden
yksikkojanat olisivat erimittaiset. Akselit voivat esittaa jopa erilaisiakin suureita
kuten usein on laita fysiikassa, jossa esimerkiksi kappaleen asemaa x = x(t)

havainnollistetaan tx-koordinaatistoa kayttden. Talléin suoran kulmakerroin ei
ole endé pelkka luku, vaan siihen liittyy yksikko, esimerkiksi m/s.

Lause. Kaksi suoraa on kohtisuorassa toisiaan vastaan silloin ja vain silloin,
kun niiden kulmakertoimien tulo = -1, ts.

Ll < k-k=-1|

Huomautus. TAméa kohtisuoruusehto on voimassa vain, jos akseleiden yksik-
kbjanat ovat yhta pitkat (eivatk& suorat ole koordinaattiakseleiden suuntaisia).

Jalkimmainen lause voidaan
- helposti perustella geometrian kurssilla pistetulon avulla 1
- havainnollistaa viereisella kuvalla seuraavasti:
Kohtisuorista suorista toinen on nouseva ja toinen laskeva. L, }{'__
Olkoon nousevan suoran kulmakerroin k;, joten se nousee [\
yksikon matkalla k; yksikkoa. Kohtisuoruudesta johtuen

toinen suora laskee yksikon k, yksikon matkalla, joten sen E L,

kulmakerroin on k, =-1/k; . Kulmakertoimien tulo on siis —1. k,
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Lause. Jos suora kulkee pisteen (x,,y,) kautta ja sen kulmakerroin on k, niin
suoran yhtalo on

Y—Yo :k(X_Xo)

Todistus. Piste (x,,Y,) toteuttaa yhtalon ja suoran kulmakerroin on todella k.

Lause. Kahden pisteen (x,,y,) ja (X,,Yy,) kautta kulkevan suoran yhtalo on

Y-y
Y-y, = ﬁ'(x_xl)

Todistus. Koska yhtalo on muotoa y —y, =k(x —x,), niin se esittaa jotakin pis-
teen (x,,y,) kautta kulkevaa suoraa. Suora kulkee myds pisteen (x,,y,) kaut-
ta, koska kyseisen pisteen koordinaatit toteuttavat esitetyn yhtalon.

Huomautus. Kahden pisteen kautta kulkevan suoran yhtalén voi laskea
my06s laskimen regressiotoimintoa kayttaen.

Huomautus. Pisteiden (x,y,) ja (X,,Y,) kautta kulkevan suoran kulma-

k:yl—yz _ Y -muutos _ Ay

kerroin on edellisen lauseen mukaan =
X, —X, X-muutos Ax

Huomautus. Pisteen (x,,y,) kautta kulkevan pystysuoran suoran yhtalé on

X=Xl

Huomautus. Jokaisen suoran yhtalo voidaan esittdd myds muodossa

ax+by+c=0

Kaantaen: Jokainen muotoa ax +by +c¢ =0 oleva yhtald esittéda jotakin suo-
raa, jos ainakin toinen kertoimista a ja b eroaa nollasta.

Lause. Pisteen (Xx,,Y,) etaisyys suorasta ax+by +c=0 on

_ |ax, + by, +¢

JaZ +b?

d

Lauseen etaisyyskaava todistetaan geometrian kurssissa vektoreita kayttaen.
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Etaisyyslauseen voi myos todistaa laskemalla ensin sen pisteen, jossa pis-
teesta (x,,y,) suoralle ax +by +c =0 asetettu normaali leikkaa kyseista suo-

raa, ja laskemalla lopuksi ndiden kahden pisteen vélisen etaisyyden.

Toteamme vield, etta etdisyyskaavan osoittajassa on tietenkin lauseke,
joka saa arvon nolla, jos tarkasteltava piste on suoralla. Etéisyyskaavan
osoittajassa oleva suoran yhtalon vasen puoli onkin juuri tallainen lauseke.

Etaisyyskaavan nimittajaé on vaikeampi tarkasti ymmartaa, mutta koska suoran
yhtalén saa suoran muuttumatta kertoa milla tahansa nollasta eroavalla luvul-
la, niin etdisyyskaavan nimittajassa on tietenkin oltava sellainen lauseke, joka
tulee suoran yhtaloa kerrottaessa kerrottua samalla luvulla kuin osoittajassa
oleva suoran yhtalon kertomisesta riippuva lausekekin.

Seuraavassa tarkastelemme edellisiin tuloksiin liittyvid esimerkkeja.

Esimerkki. Piste (x,y)=(23,-45) on suoralla 6x +5y +87 =0, silla pisteen
koordinaatit toteuttavat suoran yhtalon: 6-23+5-(-45)+87 =0.

Esimerkki. Suoran 2x+5y —4 =0 pisteita [0ydetaan antamalla toiselle muut-
tujalle (helppoja) arvoja ja ratkaisemalla toinen muuttuja.

Jos x=-3,niiny =2, jolloin saadaan piste (-3, 2).

Jos taasy =0, niin x =2, jota vastaa piste (2, 0).

Esimerkki. Suora y =5x-11 leikkaa x-akselia kohdassa, jossa y =0. Tall6in
0=5x-11eli x=11/5=2.2 .

Esimerkki. Yhtalo x =3 esittda kohdassa x =3 olevaa - _q AY
pystysuoraa suoraa. -F=

X
Yhtalo y =1 esittaa korkeudella y =1 kulkevaa 13 >
vaakasuoraa suoraa. .- T

Esimerkki. Pisteiden (2,3) ja (4,—5) kautta kulkevan suoran yhtalo on
3-(-5)

52 -(x—2) ,jostaratkaisemalla Yy =-4x+11,

y-3=

Yhtéalon Ioytaa myos TI-Nspire CX CAS-laskimen regressiokomennoilla
LinRegMx {2,4},{3,5}
stat.results

Viimeksi regressiotoiminnolla maaratty funktio on kaytettavissa nimella
stat.RegEqn()
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Esimerkki. Piirretaan suorat y =0.5x+1 ja y =-2x+4. N NS

Suorat leikkaavat y-akselia kohdissa 1 ja 4. Suorien kulmakertoi- . . .

met ovat 0.5 ja -2, joten yksikdn matkalla edellinen suora nousee . . [ . & .
puoli yksikkda ja jalkimmainen laskee 2 yksikkda. Koska kulma- . . . . | . .
kertoimien tulo on -1, niin suorat ovat kohtisuorassa toisiaan vas-
taan kuvan koordinaatistossa, jossa akselien yksikkdjanat ovat yhta pitkat.

Esimerkki. Lasketaan pisteen (1, 2) etaisyys suorasta Yy =3X+4 .

Suoran yhtalé on ensin muutettava etdisyyskaavan edellyttdmé&an muotoon
-3X+1ly -4 =0, jolloin kaavan merkinnéin

_|ax, +by, +c| |-3-1+1.2-4] |5 5 158
Ja? + 1’ Jesy+? V10 V1o T
Toisin. Koska annetun suoran kulmakerroin on 3, niin pisteesta (1, 2) suoralle

piirretyn normaalin kulmakerroin on —1/3 ja normaalin yhtalé on
y—2=—%(x—1) eli  y=-x/3+7/3.

d

Normaalin ja annetun suoran leikkauspiste saadaan yhtéloparista
y = 3x+4 Laskimella [y — _1/2
y=-Xx/3+7/3 y=5/2

Kysytty etaisyys on pisteiden (1, 2) ja (-1/2,5/2) valinen etaisyys
d =(1-(-1/2))* +(2-5/2)* ~1.58

Esimerkki. Lasketaan yhdensuuntaisten suorien N N
y =0.5x+2 jay=05x-3 vdlinen etaisyys. L /
Huomaa, etta kysyttya etdisyytta ei saa y-akselilla olevien / o
leikkauskohtien pystysuorana etaisyytena 2-(-3)=5,silla - - - - | - o
suorat eivat ole vaakasuoria! o j,,f" o

Valitaan ensimmaiseltéd suoralta jokin piste: x =0,y =2.

Lopuksi lasketaan valitun pisteen (0, 2) etéisyys toisesta suorasta. Laskut hel-
pottuvat, jos kerromme suoran yhtalén kahdella, jolloin etéisyyskaavan edellyt-
tamassa muodossa suoran yhtaldé on —x+2y+6=0. Niinpa kysytty etaisyys on

d- [-0+2-2+6] [10 _10 447
Jer+22 BB
Huomaa, etta esimerkissa suoran yhtalon molemmat puolet saa kertoa sa-
malla nollasta eroavalla luvulla ilman, ettd vastaus muuttuu. Sen sijaan esi-
merkiksi etaisyyskaavan lauseketta ei saa kertoa nimittajalla, koska talléin
kysytty etaisyyskin tulisi kerrottua nimittajalla.
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Harjoitustehtavia

12.2.1 Pirrd suorat y =%X+3, y=-3x+2, 3x-2y=6, §+%=1, x=3

ja y =—1 kasin ja laskimella. Joillakin laskimilla piirrettaessa pitaa

ehké ensin ratkaista suoran yhtalosta y. TI-Nspire CX CAS-laskimella
voit piirtdd suoran muissakin kuin ratkaistussa muodossa Kuvaajat-

tilan valinnoilla : Kuvaajan sy6tté/Muokkaus : Yhtalo : Suora

12.2.2 Milla kertoimen t arvolla suorat
v) tx+3y+7=0 ja 2x-3y+4=0 a) 2x+ty—-3=0 ja 4x+3y-2=0
ovat i) yhdensuuntaiset ii) kohtisuorat?
12.2.3 Maarita seuraavien suorien yhtalot
a) suora kulkee pisteen (2, —1) kautta ja kulmakerroin on 3
b) suora leikkaa y-akselia korkeudella 2 ja suora on suoran
2X +3y —1=0 suuntainen
c) suora kulkee pisteiden (2,1) ja (-1,3) kautta (Mieti eri tapoja!)
d) suora kulkee pisteen (3,—1) kautta ja on kohtisuorassa suoraa
y =4x -2 vastaan

e) suora on vaakasuora ja leikkaa y-akselia korkeudella 2

f) suora on pystysuora ja leikkaa x-akselia kohdassa x = -3

g) suora on pystysuora ja kulkee suorien 2x-y =0 ja 3X+y =5
leikkauspisteen kautta

h) y-akseli 1) x-akseli

12.2.4 Maarita sen suoran yhtalo, joka kulkee pisteen (2,—-3) kautta ja on
kohtisuorassa suoraa Vv) A(1,2)B(5,3) a) K(3,2)L(5,7) vastaan.

12.2.5 Maarita seuraavien nelikulmioiden lavistgjien leikkauspiste
v) A(1,2)B(4,-2)C(5,4)D(3,4) a) K(1,1)L(7,3)M(6,5)N(2,6)

12.2.6 Maarita sen kolmion pinta-ala, jonka suora  v) A(1,2)B(10,4)
a) K(2,7)L(5,4) muodostaa koordinaattiakselien kanssa.

12.2.7 Maarita pisteen (3,—-1) etaisyys suorasta
v) y=2x+4 a) y=5x-2 b) y=2x-7

12.2.8 Maaritd kolmion v) A(2,0)B(5,4)C(3,1) a) A(1,2)B(5,5)C(2,6)
pinta-ala laskemalla sivun AB pituus ja sité vastaava korkeus.

12.2.9 Maarita yhdensuuntaisten suorien valinen etaisyys:
Viy=2+6jay=2-2 a)y=-02x+1jay=-02x+7

3 3

12.2.10 Ratkaise seka graafisesti etta laskimella seuraavat yhtaloparit
2X+y =5 y=3x+1 X—2y =4

vi) {3x—y:5 v2) {6x—2y:3 v3) {y:0.5x—2
2x-y =1 3Xx-2y =6 X—2y =3

a) {X+y:5 b) {—6x+4y=—12 c) {3x—6y=3
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12.3 Paraabeli

Yhtalo y =a- x> esittda origohuippuista
paraabelia, joka
- aukeaa ylospain, jos a>0
- aukeaa alaspain, jos a<0
- on sitd kapeampi mita suurempi
kertoimen a itseisarvo on.

Naita paraabeleja sanotaan pystyakselisiksi,
koska niiden symmetria-akseli on pystysuora.

Esimerkki. Edella on hahmoteltu muutamia origohuippuisia paraabeleja
y =ax?, joiden viereen on merkitty kertoimen a arvo £0.1,+0.5,+1,+2,+10.

Paraabelia y = x* sanotaan perusparaabeliksi.

Huomautus. Paraabelin y = ax®> muotokerroin a ilmaisee, kuinka monta
yksikk6a y muuttuu, kun X muuttuu ensimmaisen yksikon huipusta alkaen.

Lause. Mikali paraabelin huippu on pisteessa (x,,Y,) ja paraabeli on paraa-
belin y =ax® kokoinen ja asentoinen, niin paraabelin yhtalé on

Y=Y = a-(x—x0)2

Esimerkki. Muodostetaan seuraavan kuvan paraabelien yhtalot.

Ensin kuvasta katsotaan huippu (X,,Y,). Paraabelin yhtalossa oleva kerroin a

saadaan katsomalla, kuinka paljon y muuttuu, kun x muuttuu ensimmaisen yk-
sikdn huipusta alkaen. Tulokset sijoitetaan ylla olevaan kaavaan ja lopuksi yh-

y—1=1.(x-2) y —(-2)=0.5-(x—-1) y—3=-2-(x—(-12)°
y =x>-4x+5 y =0.5x*-x-1.5 y =-2x*—4x+1
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Huomautus. Pystyakselisen paraabelin yhtald voidaan edellisen esimerkin
mukaisesti esittaa aina myos aukikerrotussa ja ratkaistussa muodossa

y=a-x>+b-x+c

Taman paraabelin huipun saa myohemmin méaritettya helpoimmin derivoimal-
la. Nyt voimme joko suorittaa (k&sin tai laskimella) nelidinnin tai kayttaa huipun

x-koordinaatille nelidimalla johdettavaa kaavaa x, = —2—% :

Huipun y-koordinaatti saadaan sijoittamalla x-koordinaatti paraabelin yhtaloon.

Huomautus. Sivulle aukeavalle paraabelille on voimassa vastaavat kaavat,
joissa vain x- ja y-koordinaattien merkitys on vaihtunut:

x=ay> , X-x=a-(y-y,)’ , x=a-y’+b-y+c
Kaavojen paraabelit aukeavat oikealle, jos a>0, ja vasemmalle, jos a<O0.

Muotokerroin a ilmaisee, kuinka monta yksikkéa x muuttuu, kun y muuttuu en-
simmaisen yksikon huipusta alkaen.

Viimeisesta yhtaldsta voidaan laskea paraabelin huipun y-koordinaatti derivoi-
malla tai nelidimalla tai kaavalla y, = —Q, minké& jalkeen huipun x-koordinaat-
ti saadaan sijoittamalla y-koordinaatti paraabelin yhtaloon.

Esimerkki. Alla on joitakin vaaka-akselisia paraabeleja yhtaléineen:

Y I v AT I IR
. R B I S DR
..... C){ P M\\)x
-—~—*"’F_:;.i_,_/-/
Xx-1=1.(y-2) x—(-2)=2-(y-1)* x-2=-2:(y-(-1)* x-1=-0.5-(y-0)’

X=y*-4y+5 X =2y* -4y x=-2y* -4y x=-0.5y° +1

Huomautus. Jokaiseen paraabeliin liittyy tarkeitd geometrisia kasitteita:

- paraabelin akseli tarkoittaa paraabelin symmetria-akselia
- paraabelin huippu H on paraabelin ja sen akselin leikkauspiste
- paraabelin polttopiste F on paraabelin sisélla oleva

akselin piste etaisyydella 1/ (4|a]) paraabelin huipusta,

missa a on yhtaldssa esiintynyt paraabelin "muotokerroin”
- paraabelin johtosuora s on paraabelin ulkopuolella
oleva paraabelin akselia vastaan kohtisuora suora,
joka on samalla etéaisyydella paraabelin huipusta kuin
polttopistekin, mutta eri puolella.

I
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Esimerkki. Maarita sen vaaka-akselisen paraabelin yhtal®, jonka huippu on
(-3,2) ja joka kulkee pisteen (1,4) kautta.

Sijoittamalla vaaka-akselisen paraabelin yhtaloon x —x, = a-(y —y,)? huipun
koordinaatit saadaan paraabelin yhtaloksi x—(-3)=a-(y —2)°.

Paraabelin pisteen (1, 4) koordinaatit toteuttavat paraabelin yhtalon, joten
1-(-3)=a-(4-2)?, mista saadaan a =1.

Vastaus: Paraabelin yhtalo on siis x—(-3)=1-(y —2)" eli x=y?—4y +1

Esimerkki. Maarita pisteiden (-1, 2), (1,6) ja (2,11) kautta kulkevan pysty-
akselisen paraabelin yhtalo.

Ratkaisu 1. Koska pystyakselisen paraabelin yhtalé on y =ax*+bx+c ja
tunnemme kolme paraabelin pistettd, niin saamme yhtaléryhman
(=12) on paraabelin piste 2=1a-1b+C | yioml@=
(1 6) on paraabelin piste &< 6=1a+1lb+c < 1b
(2,11) on paraabelin piste l1=4a+2b+c C

1
2.
3

Vastaus: Paraabelion y =x*>+2x+3 .

Ratkaisu 2. Kaytetdadn TI-Nspire CX CAS-laskimen nelidllista regressiotoimin-
toa komentoina

QuadReg {-1,1,2},{2,6,1}

stat.RegEqN(x) J x> +2x+3

Esimerkki. Maarita pisteiden (5, 2), (1, 0) ja (5, -2) kautta kulkevan vaaka-
akselisen paraabelin yhtalo.

Ratkaisu 1. Koska tunnemme kolme paraabelin pistetta ja vaaka-akselisen
paraabelin yht&lé on muotoa x =ay? +by +c, niin saamme yhtaléryhméan

5=4a+2b+c a=1
1=0a+0b+c, jonkaratkaisuon <{b=0.
5=4a-2b+c c=1

Vastaus: Paraabelion x=y*+1 .

Ratkaisu 2. Vaihdetaan ratkaisun ajaksi x- ja y-koordinaatit keskenaan ts.
maaritetadn laskimen regressiotoiminnolla pisteiden (2,5), (0,1) ja (-2,5) kautta
kulkevan pystyakselisen paraabelin yhtélé y = x* +1 . Vaihtamalla lopuksi pa-
raabelin yhtaloéssa x- ja y-koordinaatit keskenaan saadaan aiempi vastaus.

Huomautus. Voidaan osoittaa, etta paraabeli muodostuu kaikista niisté pis-
teistd, jotka ovat yhta kaukana polttopisteesta ja johtosuorasta.
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Esimerkki. Maaritetaan piirtamalla muutamia
paraabelin pisteitd, kun on annettu paraabelin
johtosuora s: y = —x ja polttopiste F(1,1).

Kuvassa on etsitty kuusi sellaista pistettd, jotka
ovat yhtd kaukana johtosuorasta ja polttopisteesta.
Pisteet etsitaan piirtamalla polttopiste keski- _
pisteena ja mielivaltaisesti valittu r sateend ympyra. \

Toisaalta piirretdan johtosuoran suuntainen suora = T~ 7 \x
r:n etaisyydelle johtosuorasta. Ympyran ja suoran Nr\ \ _
leikkauspisteet ovat yhta kaukana polttopisteesta

ja johtosuorasta. Kuvassa on etsitty arvoja r =1, 2
ja 3 vastaavat paraabelin pisteet, joiden kautta paraabeli on lopuksi piirretty.

Esimerkki. Johdetaan edellisessa esimerkissa piirretyn vinosti aukeavan pa-
raabelin yhtalo, kun polttopiste oli (1, 1) ja johtosuora y = —x .

Paraabelin pisteet ovat yhtd kaukana polttopisteesta ja johtosuorasta, joten
(u,v) on paraabelin piste
& pisteen (u,v) etdisyys pisteesta (1,1)
= pisteen (u,v) etaisyys suorasta x+y =0
_|u+y

_1\2 _1\2 Korotetaan nelidon, kerrotaan 2:lla, siirretaan
A \/(u 1) + (V 1) - 2 2 termit vasemmalle ja suoritetaan laskut.
VI +1

SUuP+vi-2uv—4u—-4v+4=0
Koska (u,v) on mielivaltainen paraabelin piste, niin korvaamalla u ja v tavalli-

semmin kaytetyilla muuttujanimilla x ja v saadaan paraabelin yhtaloksi
X*+y?—2xy —4x -4y +4=0.

Koska paraabeli on vinossa, niin sen yhtal6 ei ole mitaan edella esiteltyd muo-
toa, vaan yhtaloon tulee sekatermi xy.

Huomautus. Paraabeli esiintyy monissa fysikaalisissa ilmidissa:

- Painovoimakentasséa heitetyn kappaleen lentorata on paraabeli, jos ilman-
vastus jatetdan huomiotta.

- Paraabelin pytrahtaessa akselinsa ympari syntyy paraboloidi. Kaikki sym-
metria-akselin suuntaisesti paraboloidin "sisalle” saapuvat valonsateet hei-
jastuvat paraboloidin pinnasta polttopisteeseen ja kaantaen: Jos parabo-
loidin polttopisteeseen laitetaan valoléahde, niin kaikki siité lahtevat sateet
heijastuvat paraboloidin pinnasta akselinsuuntaisena yhdensuuntaisten séa-
teiden kimppuna, jonka intensiteetti sailyy vakiona tyhjiossa edetessaan.
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Harjoitustehtavia

12.3.1

12.3.2

12.3.3

12.3.4

12.3.5

12.3.6

12.3.7

132 J

Piirra seuraavat paraabelit kasin maarittamalla huippu, aukeamis-
suunta ja muotokerroin. Tarkista kuva laskimella. Huomaa, etta vaaka-
akselisen paraabelin piirtdminen onnistuu joillakin laskimilla vain ratkai-
semalla y yhtal6sta ja piirtamalla ratkaisufunktioiden kuvaajat.

a) y=2x> b) y=-05x>* <¢) x=0.5y* d) x=-3y?

e) y—1=2(x—-2)° fy x+2=(y-3)
g) y=2x*+6x+1 h) x=-0.5y?+4y +1
Maarita sen pystyakselisen paraabelin yhtéld, jonka

v) huippu on (2,1) ja joka kulkee pisteen (0,9) kautta
a) huippu on (-2,3) ja joka kulkee pisteen (—3,0) kautta.

Maaritd sen vaaka-akselisen paraabelin yhtalo, jonka
v) huippu on (3,-1) ja joka kulkee pisteen (1,4) kautta
a) huippu on (2,-3) ja joka kulkee pisteen (—3,0) kautta.

Maarita pisteiden v) (1,3),(2,1)ja(4,6) a)(1,2),(3,7)ja (4,0)
kautta kulkevan pystyakselisen paraabelin yhtal6 seka laskimen reg-
ressiotoimintoa kayttden etta sopivan yhtaloryhman avulla.

Maarita pisteiden v) (3, -1), (1,0)ja (6, 2) a)(1,0),(3,1),ja (7, 2)
kautta kulkevan vaaka-akselisen paraabelin yhtalo seka sopivan yhta-
l6ryhmén avulla ettd laskimen regressiotoimintoa kayttaen.

Hae piirtamalla muutamia sen paraabelin pisteitd, jonka polttopiste on
(3,0) ja johtosuoran yhtal6 y = x.

v) Maarita edellisessa tehtavassa tarkastellun paraabelin yhtalo.
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12.4 Ympyra

Pythagoraan lauseen avulla on helppo todeta seuraavan lauseen tulokset.

Lause. Origokeskisen r-séateisen y (XV)
ympyrén yhtalo on Y
r
X2 + y2 — r2 - X y
X

(X, Y, ) -Keskisen, r-sateisen
ympyran yhtalé on

(X_Xo)2 +(y _yo)2 =r?

Huomautus. Mikali neliodn korotukset suoritetaan auki ja vakiotermit yhdiste-
taén, niin em. ympyran yhtalé on x> +y? —2x,-x -2y, -y +(X," +Y," —r?)=0.
Na&in ollen jokaisen ympyrén yhtalé voidaan esittdd muodossa

x> +y?+ax+by+c=0

Seuraavassa osoitetaan nelidimélla, ettd muotoa x*>+y? +ax+by +c=0
oleva yhtalo esittdd ympyrad, jonka keskipiste ja sdde saadaan yhtéldista

2 2
Co¥o)=(-2,-B) | 1= @bt ¢

jos nelidjuuren alla oleva lauseke on positiivinen.

XZ + y2 +aX + by +c=0 | Siirré vakio oikealle, ryhmittele muuttujat ja ala nelidida

Taydennd sulkulausekkeet nelidityviksi
trinomeiksi. Muista korjaustermit oikealle.

<:>(X2+2-x.%+(%)2]+(y2+2-y.%+(%)2j:_c+(%)2+(%)2

2 b 2 2 b2
= (X + g) + (y + E) = a+ —-C | Oletetaan, etté oikea puoli > 0
2

<:>(x2+2‘x-%)+(y2+2-y-%):—c

2

S A R

Esimerkki. Jos ympyran keskipiste on (1, -2) ja séade on 3, niin ympyran yh-
tald on (x—1%+(y —(-2))* =3° eli aukikerrottuna x> +y®—-2x+4y —-4=0.
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Esimerkki. Yhtalo x*>+y?+6x—8y =0 esittda ympyraa, jonka keskipiste ja
sade saadaan edella olleilla kaavoilla:

(% ¥o)=(-2,-9)=(-2-B)-(3, 49

_ [+ b7 \/62+(8) ~0-JZE -5

Nama saataisiin myds nelidiméalla edella olleen mallin mukaisesti.

Huomaa, etta esimerkiksi TI-Nspire CX CAS-laskimella voit taydentaa annetun
yhtalon nelioksi samanaikaisesti seka muuttujan x ettd y suhteen komennolla

completeSquare(x® +y? +6x —8y =0,X,y)

jolloin vastauksesta (x +3) +(y —4)* = 25 voit paatella keskipisteen ja sateen.

Esimerkki. Maarita pisteiden (2, 1), (1, 3) ja (4, -1) kautta kulkeva ympyra.

Ratkaisu. Ympyran yhtaléa voidaan etsia muodoissa
(X=% ) +(Y —Yo)’ =r* tai x?+y?+ax+by+c=0.
Kummassakin yhtalossa on kolme tuntematonta x,,y, jar tai a, bjac.

Tarvitaan siis kolme ehtoa, jotka saadaan siita, etta tunnetut kolme pistetta
toteuttavat ympyran yhtalon.

Jos kaytdmme ensimmaistd muotoa olevaa yhtaloa, niin saamme kasinratkais-
tavaksi hankalan epalineaarisen yhtaléryhman

(2 - Xo)2 + (1_ yo)2 =r?
(l_ Xo)2 + (3 - yo)2 =r?
(4-X%,) +(-1-y,) =r?
Toista yhtaloa kayttaen saamme helpomman lineaarisen ryhméan
2°+1¥ +a-2+b-1+c=0
+3°+a-1+b-3+c=0
42 +(-1)°*+a-4+b-(-)+c=0
Lineaarinen ryhma on paljon helpommin ratkaistavissa kasin kuin epéalineaari-
nen ryhma, mutta apuvalineita kaytettdesséa kannattaa valita se tapa, joka
antaa jatkon kannalta kayttokelpoisemman yhtalon.

Epalineaarisella ryhmalla on ratkaisut r = J_rS—VZlo, X, = % Y, = 1?1 joista

sateen negatiivinen arvo ei tietenkdéan kelpaa. Ympyran yhtaloksi saadaan siis
(x=17/2)° +(y ~11/2)* = (5//10/2)’

Lineaarisen ryhman ratkaisusta a=-17 , b=-11, c =40 saadaan puoles-
taan ympyran yhtald aukikerrotussa muodossa x°+y*-17x-11y +40=0.
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Harjoitustehtavia

12.4.1 Maarita seuraavien ympyroiden keskipiste ja sade.
vl) (Xx=3P+(y+1)°=2> v2) xX*+y*+2x-6y+6=0
a) (X+1*+(y—-4)7°=5" Db) x*+y*-4x+2y-11=0
Piirrd ympyrat kasin ja laskimella.
12.4.2 Milla vakion c arvoilla yhtalo
V) X +y?—6x+4y+c=0 a) x°+y°+4x-8y+c=0
esittaa i) ympyraa i) pistettd i) ei mitaan?
12.4.3 Maarita sen ympyran yhtalo, jonka keskipiste on
v) (-3,2) ja joka kulkee pisteen (0,0) kautta
a) (2,-4) ja joka kulkee pisteen (1,2) kautta.
12.4.4 Maaritd sen ympyran yhtalo, joka kulkee pisteiden
v) (0,6), (7,5) ja (3,—-3) a) (-4,1),(4,5) ja (5,-2) kautta.
12.4.5 Ma&arita ympyran v) (x—2)*>+(y —4)* =5 pisteeseen (5,0)
a) (x+1°+(y—2)* =5° pisteeseen (2,—2) asetetun tangentin yhtalo.
12.4.6 Kuinka pitkan janan ympyra (x —1)° +(y —2)° =5° erottaa suorasta
V) y=x a) y=2x-107?
Opastus: Janan paatepisteita ei valttamatta tarvitse laskea.

12.5 Ellipsi

Ellipsi syntyy venyttamalla tai kutistamalla Y

origokeskista a-sateista ympyraa (%, u)
x*+y?=a’> o y=+Ja®-x* b . hraxy)

pystysuunnassa suhteessa b:a. x

Ellipsin pisteiden y-koordinaatit saadaan siis a
kertomalla ympyrén pisteiden y-koordinaatit
luvulla b/a, joten ellipsin pisteille on voimassa

Jaa kertoimella b,

korota neliéon 2 2 2 2
b [,z 2 y a- —X X y
yzi—- a- —Xx P =2 o 84— =1 .
a b2 a’ a? b?

Origokeskisen ellipsin yhtalo on siis

X2, Y°
—2+le ’

QO

missa puoliakselit a ja b ilmoittavat, milla etaisyydella keskipisteesta origo-
keskinen ellipsi leikkaa koordinaattiakseleita.
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venyttamalla (b, > a) tai kutistamalla 3
(b, <a) kuvien mukaiset ellipsit.

y
Esimerkki. Kuvien a-séteisista a
ympyrdistad saadaan pystysuunnassa b,
X X

- - 2 2 L e o - .. -
Lause. Jos ellipsi X—Z + % =1 siirretdan suuntansa ja suuruutensa sailyttaen
a

siten, etta ellipsin keskipiste on (x,,y,), hiin ellipsin yhtalt on

_ 2 _ 2
Oox) 0y

Esimerkki. Kuvan ellipsin yhtald on
(x=2  (y=(=D)P _,

¥
42 22 _f"'-’_ \
Suorittamalla neli6onkorotukset, kertomalla : & :

yhtalo 16:lla ja siirtamalla kaikki termit
vasemmalle saadaan

X* +4y® —4x +8y —-8=0.

(X_X0)2 n (y_y0)2

a.2

Huomautus. Ellipsiin =1 liittyy tarkeita kasitteita:

- Keskipiste (X,,Y,) on ellipsin symmetriakeskipiste.

- Paaakselit ovat keskipisteen kautta kulkevat ellipsin pisin ja lyhin janne.
Padakseleista pidempé&é sanotaan isoakseliksi ja lyhyempaa pikkuakse-
liksi. Niiden puolikkaat ovat puoliakseleita. Puoliakseleiden pituudet ovat a
ja b. Ellipsi on symmetrinen kummankin paaakselinsa suhteen.

- Polttopisteet F; ja F, sijaitsevat
isoakselilla kohdissa, jotka Ioydetaan
piirtamalla ellipsin pikkuakselin paate-
piste keskipisteend ympyra, jonka
sade on pidempi puoliakseli.
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Huomautus. Ellipsi esiintyy monissa fysikaalisissa ilmidisséa:

- Jos muiden taivaankappaleiden vaikutus jatetdan huomiotta, niin maa kul-
kee auringon ympairi pitkin ellipsin muotoista rataa, jonka toisessa poltto-
pisteessé on aurinko.

- Ellipsin pyorahtaessa padakselinsa ympari syntyy ellipsoidi. Jos ellipsoidin
polttopisteeseen laitetaan pistemainen valolédhde, niin kaikki siita lahtevat
sateet heijastuvat ellipsoidin pinnasta toiseen polttopisteeseen.

- Jos valonséteet ovat yhdensuuntaisia, niin pallon varjo tasolla on ellipsi.

Huomautus. Jos ellipsin paaakselit ovat koordinaattiakselien suuntaiset, niin

aiemman esimerkin mukaisesti ellipsin yhtélo voidaan kertoa auki muotoon
Ax® +By? +Cx+Dy +E =0,

missa kertoimet A ja B ovat samanmerkkiset. Erityisesti ympyrélla kertoimet

olivat yhta suuret (tai jopa ykkoset, jos yhtalo jaetaan ko. kertoimella).

Kaantaen: Jos yo yhtalossa Ax® +By? +Cx + Dy +E =0 kertoimet A ja B ovat
samanmerkkiset, niin yhtalo esittaa jotakin ellipsia (tai sen erikoistapausta ym-
pyraa tai pistettd), mikali se esittda jotakin reaalista kayraa. Tata ellipsin auki-
kerrottua yhtal6a voi tutkia neliéimalla kasin tai laskimella.

Esimerkki. a) Tutkitaan kasin yhtal6a muokaten kayraa
4x* +9y? —4x +18y —-26 =0
< 4(x*-2-x-05)+9(y*+2-y-1)=26
& 4(x*-2-Xx-05+05%)+9(y*+2-y-1+1°)=26+4-05°+9.1°
< 4(x-0.5)" +9(y +1)* =36
2 2
o 33.5) L 2+21> _
Kyseessé on (0.5, —1) -keskinen ellipsi, jonka puoliakselit ovat 3 ja 2.

1

b) Vastaavasti yhtal6
Ox® +4y® +36x -8y +44=0
voidaan vaikkapa laskimella neli6ida muotoon
I(x+2)° + 4y —17° =-4.
Tama yhtalo ei toteudu missaan pisteessa (x,y), koska vasen puoli on aina ei-

negatiivinen lasketaanhan siina neliétermit positiivisilla kertoimilla kerrottuina
yhteen. Niinpa alkuperéinenkaan yhtalo ei voi toteutua missaan pisteessa
(x,y) eli yhtalo ei esitd mitaan reaalista kayraa eika edes yksittaista pistetta.

Huomautus. Voidaan todistaa, etté ellipsi on niiden pisteiden joukko, joiden
kahdesta kiintedsta pisteesta (= em. polttopisteista) laskettujen etaisyyksien
(eli ns polttosateiden) summa on vakio (= isoakselin pituus).
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Esimerkki. Piirretaan edelliseen huomautukseen ¥

perustuen "naru ja nastat” -menetelmalla ellipsi, '_ ;,,-‘.{

jonka isoakseli on 10 yksikkda ja polttopisteiden ARV di r

vali 6 yksikkoa. R X
Piirtaminen tapahtuu kiinnittamalla 10 yksikkoa @30 - |- e’
pitkdn narun paat nastoilla valittuihin poltto- AR B
pisteisiin F(-3,0) ja F,(3,0). Naru kiristetaan

kynan karjella kiredksi, minké jalkeen ellipsi  ran=2a=10
voidaan piirtaa siirtden kynaa siten, etta naru ——

on koko ajan Kirealla. Polttosateiden summa

Harjoitustehtavia

12.5.1 Mikéa on sen ellipsin yhtalo, joka saadaan 4-sateisesta ympyrasta

v) venyttamalla se vaakasuunnassa kaksinkertaiseksi ja siirtamalla
keskipiste pisteeseen (2, -5)?

a) venyttamalla se pystysuunnassa kaksinkertaiseksi ja siirtamalla
keskipiste pisteeseen (3,4)?

b) kutistamalla se pystysuunnassa puoleen ja siitdmalla keskipiste
pisteeseen (-2,3)?

12.5.2 Piirrd kasin ja laskimella kayrat

2 2 2
a) X—2+;—2:1 b) 4x*+9y® =36 c) (X:;Zl) +(y;22) =1

d) (x+2)°*+16(y +3)* =4 e) 9x* +4y® —54x +16y +61=0

Ellipsin piirtaminen onnistuu joillakin laskimilla vain ratkaisemalla y el-
lipsin yhtalosta ja piitamalla ratkaisufunktioiden kuvaajat. Laskimella
TI-Nspire CX CAS voit piirtaa ellipsin taydentamalla ellipsin yhtaloon
(x-0)* (y-0Oy
0 ’ 0
yhtalossé on suoritettu nelidnkorotukset e-kohdan lailla tai ellipsin
symmetria-akselit ovat vinossa, niin ellipsin voi piirtdd kohdan 12.7
mukaisena yleisena kartioleikkauksena Ax?+By? +Cxy +Dx+Ey +F =0.

=1 keskipisteen koordinaatit ja puoliakselit. Jos

12.5.3 Milla vakion t arvoilla annettu yhtalo esittéa (i) ellipsia (ii) pistetta (iii) ei
mitdan? Jos kyse on ellipsista, niin maarita sen keskipiste ja puoliakselit.
vl) 9x®+4y®-18x+16y +t =0
a) 4x°+25y”+16x—200y +t=0

12.5.4 Maarita sen ellipsin keskipiste ja padakseleiden paatepisteet, jonka
polttopisteet ovat (-2, 3) ja (-2, 9) ja jonka polttosateiden summa (eli
piirtamisessa kaytettavan "narun” pituus) on 10 yksikkda. Maarita myos
ellipsin yhtalo.
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12.6 Hyperbeli

Muuttamalla yhta merkkié ellipsin yhtalossa saadaan kahden erilaisen hyper-
belin yhtalot

2

x2
2

2 2
_x_2+y_2:1
a

a° b
Edellinen kayra leikkaa x-akselia, kun y =0 eli pisteissa X = ta, mutta ei leik-

kaa lainkaan y-akselia. Jalkimmainen kayra leikkaa puolestaan y-akselia, kun
x =0 eli pisteissa y = £b, mutta ei leikkaa lainkaan x-akselia.

=1 tai

A

Kummastakin yhtalosta nahdaan, etta jos |x| on suuri, niin

y=i~/b2(g—z¢1)=ig-«/x2¢az zig-\x\:ig-x ,

toisin sanoen suurilla [x|:n arvoilla hyperbelin kuvaaja on lahelld suoria

y = ig - X. Kyseiset suorat ovat hyperbelien asymptootteja ja niita voidaan

kayttaa piirtamisessa apuna seuraavasti:
D 4 TS | I

Fa

(5]
[§%]

e
fa
o |H:
Il
—
‘o
s
e
n-l
a
Y
mhl ﬁ:
o=
(%]
Il
—h

Huomautus. Jos hyperbelin keskipiste on (x,, y,) . hiin hyperbelin yht&lo on
aukeamissuunnasta riippuen

(X=%)" (Y -Yo) (X=%,)* (Y -Y,)
azo - b20 =1 tai - azo + bzo =1

Naiden yhtéldiden maarittamaan hyperbeliin liittyy tarkeita kasitteita:
- hyperbelin keskipiste (x,,y,). joka on hyperbelin symmetriakeskus

- puoliakselit a ja b, joita kaytettiin jo edell& asymptoottien piirtamisessa tar-
vittavan laatikon sivujen puolikkaina

- polttopisteet, jotka sijaitsevat etaisyydella va® + b® (eli "laatikon” lavista-
jan puolikkaan etaisyydella) keskipisteesta silla paaakselilla, joka leikkaa
hyperbelia. Polttopisteet jaavat siis hyperbelin haarojen "sisaan" ja ne loy-
detdan piirtamalla hyperbelin keskipiste keskipisteend ympyra, jonka sade
on em. laatikon lavistajan puolikas. Piirretty ympyra leikkaa hyperbelin
huippujen kautta kulkevaa paaakselia polttopisteissa.
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Esimerkki. Hahmottele polttopisteineen hyperbelit
2 2
a Gy
3

b)

42
Keskipiste (2, -1), puoliakselit 3 ja 4.
Aukeaa sivuille (silla leikkaa keskipisteen kautta
kulkevaa vaakasuoraa suoraa y = -1, mutta ei

pystysuoraa suoraa X =2, koska talla sijoituksella
hyperbelin yhtalé on mahdoton).

2 _1\2

(X }2) L 321) 4

Keskipiste (-2, 1), puoliakselit 4 ja 3.

Aukeaa yl0s ja alas (silla leikkaa keskipisteen
kautta kulkevaa pystysuoraa suoraa x =—-2,
mutta ei vaakasuoraa suoraa y =1).

R

F2

Huomautus. Voidaan todistaa, ettd hyperbeli on niiden pisteiden joukko, joi-
den kahdesta kiinteasta pisteesta (= em. polttopisteistd) laskettujen etaisyyksi-
en erotus on vakio.

Huomautus. Hyperbelit esiintyvat mm. taivaankappaleiden radoissa ja varat-
tujen hiukkasten liikkeisséa sahkokentissa. Niita hyodynnetaan mm. satelliittien
avulla tapahtuvassa paikan maarityksessa.

Harjoitustehtavia

2

2
12.6.1 Piirra kasin ja laskimella kayrat — a) %5 _y_2 =1
5 2
1\ 2
b) 4x* —9y® =36 c) (stl) v ;22) =1
d) x> —-2y*+4x+4y =0 e) 9x° —4y? —54x —16y +101=0

140 J

Huomaa, etta hyperbelinkin piirtdminen onnistuu joillakin laskimilla vain
ratkaisemalla y yhtélosta ja piirtdmalla ratkaisufunktioiden kuvaajat.
Laskimella TI-Nspire CX CAS voit piirtéda hyperbelin tadydentamalla joko
(x-0)° (y-0Oy o (x=0) (y-0Oy

e =1 tai yhtaloon o
keskipisteen koordinaatit ja puoliakselit. Jos yhtaléssa on suoritettu
neliobnkorotukset d- ja e-kohtien lailla tai hyperbelin symmetria-akselit
ovat vinossa, niin hyperbelin voi piirtdd kohdan 12.7 mukaisena yleise-
na kartioleikkauksena Ax® +By? +Cxy + Dx +Ey + F =0.

yhtaloon -1
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12.7 Yhteenveto toisen asteen kayrista

Edella kasitellyt paraabeli, ympyra, ellipsi ja hyperbeli ovat ns. toisen asteen

kayrid. Nimensa nama kayrat ovat saaneet siita, etta niiden yhtalé on muotoa
Ax? +By? +Cxy +Dx+Ey +F =0,

missé ainakin yksi kertoimista A, B ja C eroaa nollasta. Jos yhtélossa seka-

termin xy kerroin C =0, niin kayralla on pysty- ja/tai vaakasuora symmetria-

akseli. Jos taas sekatermin kerroin C = 0, niin yhtalon esittama kayra on

vinossa koordinaattiakseleihin nédhden.

Esimerkki. Jos k>0, niin toisen asteen yhtalon xy —k =0
(eli y = k/x) kuvaaja on kuvan mukainen vinosti aukeava

hyperbeli, jonka symmetria-akselit ovat 45 asteen kulmassa (kea i)
koordinaattiakseleihin n&dhden. Jos tata kayraa kierretdan

myo6tapaivaan origon ympari 45°, niin saadaan edella
2

X

(=i, =k )

kasitelty sivuille aukeava hyperbeli

X’ y
2~ 7 =1
Jak© 2k

Jokainen muotoa Ax? +By? +Cxy + Dx +Ey +F =0 oleva yhtélo esittda
jotakin em. kayrista paraabeli, ympyra, ellipsi ja hyperbeli tai naiden surkastu-
nutta muotoa pistetta, suoraa tai kahta suoraa, jos yhtalo esittaa jotakin.

Esimerkki. Yhtalo Yhtélé muokattuna | Kuvaaja
X?+y?—2x—-4y+5=0 | (x-1)*+(y-2)*=0 |Piste (1, 2)
x2—y2=0 y?=x? Kaksi suoraa y =+x
x?+y2+2xy =0 (x+y)’ =0 Suoray =-X
x2+y2+1=0 x?+y?=-1 Ei kuvaajaa

Toisen asteen kayria kutsutaan myods kartioleikkauksiksi, koska ne saadaan
leikkaamalla ympyrakartiopintaa ("kaksoiskartiota”) tasolla. L

Viereisessa kuvassa on pystysuoraa ympyrakartiopintaa K (\P\ _
leikattu vaakasuoralla tasolla T, jolloin leikkausviiva on ympyra.

Jos tasoa T kallistetaan vastapaivaan tasossa kulkevan akselin
a ympari, niin leikkausviivaa venyy muuttuen ellipsiksi.

Tasoa edelleen kierrettaessa ellipsi venyy aarettoman pitkaksi (.
paraabeliksi, kun kartion sivuviiva s on tason T suuntainen. / - N

Kiertamista jatkettaessa taso leikkaa kaksoiskartion ylempéaa- S~
kin osaa, jolloin leikkausviiva on kaksihaarainen hyperbeli.
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12.8 Napakoordinaateista

On tilanteita, joissa geometrisen viivan yhtalé helpottuu huomattavasti, jos
suorakulmaisten koordinaattien x ja y asemasta kaytetaan napakoordinaatteja
rja @ (usein kaytetaan myos symbolia ¢).

Koordinaatti r ilmoittaa pisteen etaisyyden origosta (eli navasta) ja koordinaatti
6 ilmoittaa origosta pisteeseen piirretyn puolisuoran vaihekulman positiivisen

x-akselin (eli napa-akselin) suhteen. Vaihekulma @ rajoitetaan tavallisesti valil-
le —7z<60<7x tai 0<6<2x.Kulmayksikkdna voi kayttaa myos astetta.

Jos viivassa on useita "kierroksia", niin vaihekulmaa ei rajoiteta 2z:n mittaisel-
le valille, vaan vaihekulma kasvaa vastapaivaan kierrettdessa jokaisella kier-
roksella 2z :n verran.

Kuvasta saadaan napakoordinaattien ja suorakulmaisten koordinaattien valiset
yhteydet, jotka ovat voimassa kaikissa tasoneljanneksissa:

y (X,y)
X =T cosé r=x*+y* ,
y =rsiné tang =Y y
X 6 x

[ X

Jos ratkaiset kulman 8 kaavojen avulla, niin huomioi neljanneksen valinta!

Koordinaattimuunnokset kannattaa tehdalaskimella, Y : :
esimerkiksi laskimen TI-Nspire CX CAS komennoilla 45 2 X
[2,-2] >Polar [2J2 /-45° TNz

[2V2, £—-45° >Rect 2 -2] | (2.-2)

Esimerkki. Napakoordinaattiyhtalé r =5 esittaa kaikkia niita
tason pisteitd, joiden origosta laskettu etaisyys on 5 yksikkda X
vaihekulman @ arvosta riippumatta.

Kyseessa on siis 5-sateinen origokeskinen ympyréa.

Esimerkki. Piirretaan napakoordinaatistokayra r =6/z , 0< 0 <5m.

Tapa 1. Lasketaan kayran pisteitd, jotka sijoitetaan koordi- 4
naatistoon. Pisteiden kautta piirretddn lopuksi sopiva viiva.

0|0 7/2 = 37l2 2z 57/2 3z Tnl2 4n 9zl2 5x 4 X
rjo 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 RS R0

Tapa 2. Kayra kannattaa tietenkin piirtda sopivalla apuvalineella.
Laskimella TI-Nspire CX CAS piirrettdessa on valittava

[3]: Kuvaajan sy6tté/Muokkaus  [4]: Polaarinen
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Esimerkki. Piirretddn napakoordinaatistokayra r =2+ 4cos@.

Koska kayra on jaksollinen 360°:n vélein, niin voimme rajoittua valille 0 ... 360°.
6?/°|O 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
r‘6 56 4 2 0 -15 -2 -15 O 2 4 55 6

Valilla 120°<06<240° etaisyys r on negatiivinen. yio
Negatiiviset r-arvot voidaan tulkita eri tavoin: 2y
- Koska etéisyys ei voi olla negatiivinen, niin [ ey |
vastaavat pisteet ovat mahdottomia eika niita 4 } *F
sijoiteta koordinaatistoon. |

- Negatiivisen etaisyyden omaavat pisteet _2'*'.
sijoitetaan painvastaiseen suuntaan |r|:n '
maaraamalle etaisyydelle.

Kuvan pikkusilmukan voi ensimmaisen tulkinnan mukaan jattaa piirtamatta.

Esimerkki. Napakoordinaatistokayrdd r = 4 - sin @ voidaan tietenkin tutkia
piirtdmalla se kasin pisteittain tai laskimella.

Nyt voimme kuitenkin siirtya helppoon karteesiseen yhtaléon, kun alku-
perainen yhtal6 ensin kerrotaan puolittain r:ll&.

r’=4.rsing \ kaytetaan edellisen sivun muunnoskaavoja
nelidimalla

X*+y? =4y o X*+y°-4y=0 < (xX-0P+(y-27=2°
Kyseessa on siis ympyra, jonka keskipiste (0,2) ja sade 2.

Harjoitustehtavia

12.8.1 Maarita pisteiden (2,2) , (-2,2) , (-2,-2) ja (2,-2) napakoordinaatit
(i) kuvaa (ii) kaavoja (iii) laskimen koordinaattimuunnosta kayttaen.

12.8.2 Maarita pisteen r =4, 0 = 225° suorakulmaiset koordinaatit
(i) kuvaa (ii) kaavoja (iii) laskimen koordinaattimuunnosta kayttaen.
12.8.3 Piirrd kasin napakoordinaatistokayra, kun siltd tunnetaan pisteet
@/°|0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
ri4 3 2 1 0 -1 2 -1 0 1 2 3 4

12.8.4 Piirrd seka kasin etté laskimella napakoordinaatistokayréat

a) r=2-4cosé b) r=3+6sind.
12.8.5 Esita suorakulmaisten koordinaattien avulla napakoordinaattiyhtal6t
__2 p/3

Hr=—""—= 2) r =6c0s6é 3 —2)=42
vl) Snod v2) v3) rcos(d 4) J2

r =3siné rsin(@+%)=1 -3

3) b) ( 4) c) cos(@ + 45°)
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13.

POTENSSI-, POLYNOMI- JA

EKSPONENTTIFUNKTIOISTA
13.1 Potenssifunktioista

Maaritelmé&. Potenssifunktio on muotoa y = x* oleva funktio, missé
eksponenttina on vakio k ja kantalukuna on muuttuja x .

Tavallisimpien potenssifunktioiden kuvaajia ovat

Alla on hahmoteltu tyypillisten kokonaispotenssifunktioiden kuvaajat, jotka
riippuvat erityisesti eksponentin merkista ja parillisuudesta tai parittomuudesta.
(Kuvissa merkityt pisteet ovat kokonaislukupisteité ja eksponentissa oleva luku n = 2)

eksponentti
parillinen
positiivinen
kokonaisluku

y — X—Zn — 1/X2n
eksponentti
parillinen
negatiivinen
kokonaisluku

Parillisia funktioita, koska
kuvaajat symmetrisia
y-akselin suhteen

y=X
eksponentti
pariton
positiivinen
kokonaisluku

y — X—2n—1 — 1/ X2n+1
eksponentti
pariton
negatiivinen
kokonaisluku

Parittomia funktioita, koska
kuvaajat symmetrisia
origon suhteen
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13.2 Polynomifunktioista

Seuraavassa tarkastelemme polynomifunktioiden

y=aXx"+...+aXx+3a,
kuvaajia ensin vaiheittain asteluvun n kasvaessa. Sivun oikeaan reunaan on
piirretty kullekin asteluvulle tyypillisid polynomifunktioiden kuvaajia.

Jos asteluku n=0, niin kyseessa on vakiopolynomi y =a_, jonka  ——
kuvaaja on vaakasuora viiva.

Ensimmaisen asteen polynomifunktion y =a x +a, kuvaaja l/ \}

on joko nouseva tai laskeva suora riippuen johtavan termin | |
kertoimen a, merkista.

Toisen asteen polynomifunktion y =a x* +ax +a, kuvaaja
on joko ylds- tai alaspéin aukeava paraabeli riippuen johta- /’\

van termin kertoimen a, merkista. Paraabelilla ja x-akselilla I [ B
(tai milla tahansa muulla vaakasuoralla suoralla) on O - 2 yhteista pistetta..

Kolmannen asteen polynomifunktion y =a,x® +a,x* +ax +a, kuvaaja kulkee

joko vasemmalta alhaalta oikealle ylos tai vasemmalta ylhaalta oikealle alas
sen mukaan, onko kerroin a, positiivinen tai negatiivinen. Kuvaajassa on nolla

tai kaksi ns. paikallista aariarvoa (maksimi ja
minimi, "huippu” ja "laakso"). Kolmannen asteen

polynomifunktion kuvaajalla ja x-akselilla (tai / ‘ \/ / ‘ W\

mill& tahansa muulla vaakasuoralla suoralla) on
1 — 3 yhteista pistetta.

Neljdnnen asteen polynomifunktion kuvaaja "aukeaa" joko ylos- tai alaspéin
sen mukaan onko johtavan termin kerroin positiivinen
tai negatiivinen. Neljannen asteen polynomifunktion \ L ) [\L\ \ ‘ /

kuvaajassa on 1 tai 3 paikallista dariarvoa ja kuvaa- \ /‘ }
jalla on O - 4 yhteista pistetta x-akselin kanssa.

Viidennen asteen polynomifunktion kuvaaja kulkee joko vasemmalta alhaalta
oikealle ylos tai vasemmalta ylhaalta oikealle alas sen mukaan, onko johtavan
termin kerroin positiivinen tai negatiivinen.

kuvaaja leikkaa x-akselin (tai minka tahansa
muun vaakasuoran suoran) vahintaan yhdessa,
mutta enintaan viidessa eri pisteessa.

Kuvaajassa on nolla, kaksi tai nelja paikallista \/\l/\ \ L
aariarvoa. Viidennen asteen polynomifunktion ‘ \ Uf‘ \
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Yleisesti polynomifunktiot voidaan jakaa kahteen ryhmé&éan sen mukaan, onko
asteluku n pariton vai parillinen:

Paritonta astetta n olevan polynomifunktion kuvaaja kulkee joko vasemmalta
alhaalta oikealle ylos tai vasemmalta ylh&altéa oikealle alas riippuen johtavan
termin kertoimen merkista. Kuvaaja leikkaa x-akselia vahintaan kerran ja enin-
tdéan n kertaa. Kuvaajassa voi olla parillinen maara paikallisia dariarvoja, kui-
tenkin enintddn n-1 &&riarvoa.

Parillista astetta n olevan polynomifunktion kuvaaja aukeaa joko yl6s- tai
alaspain riippuen johtavan termin merkista. Kuvaaja ei valttamatta leikkaa x-
akselia kertaakaan ja toisaalta tallaisia leikkauspisteita on enintddn n kappalet-
ta. Kuvaajassa on pariton maara paikallisia dariarvoja, kuitenkin enintaan

n-1 aariarvoa.

Polynomifunktioiden kuvaajia on helppo tutkia myéhemmin derivaatan avulla.

13.3 Eksponenttifunktioista

Maaritelma. Eksponenttifunktio tarkoittaa muotoa

y =k*
olevaa funktiota, missa kantaluku k on positiivinen vakio ja eksponenttina on
muuttuja X.

Viereiseen !<uvaan \ 2\ ) i 10] 43 5/ /
on piirretty joukko | 23 % 4L (T e/
kauniisti kaartuvia ’ \ o 1 /

eksponentti-
funktioita y =k*.

Useimpien kuvaajien
molempiin paihin on
merkitty eksponentti-
funktion kantaluku k.

Eksponenttifunktioiden y =k kuvaajille on ominaista:

Kuvaajat leikkaavat y-akselia kohdassa 1 .

Kuvaajat ovat nousevia, jos k > 1.

Kuvaajat ovat laskevia, jos 0 <k <1

Jos x>0, niin kuvaaja on sita ylempéana, mita suurempi on kantaluku k.
Kuvaajien suuruusjarjestys vaihtuu painvastaiseksi kohdassa x =0.
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Eksponenttifunktioiden yhteydesséa kaytetaan useimmiten kantalukuna ns.
Neperin lukua e ~ 2.718281828, silla e-kantaiseen eksponenttifunktioon liittyy

differentiaali- ja integraalilaskennassa kaikkein helpoimmat laskusaannot.

Laskimissa on yleensa oma nappain Neperin luvun potenssien laskemiseksi
tai e-kantaisen eksponenttifunktion kasittelemiseksi. Huomaa, etta laskimen
tavallinen e-kirjain ei tarkoita Neperin lukua.

Myohemmin n&hd&én, etta jokainen eksponenttifunktio y =k* (k>0) voidaan
lausua e-kantaisena eksponenttifunktiona muodossa

y — ebx
missa b on sopiva kantaluvusta k riippuva luku (ns. k :n luonnollinen logaritmi,
jota merkitadn Ink ). Koska e™ =(e°)* , niin kdantaen jokainen muotoa

y =e™ oleva funktio voidaan esittaa myds muodossa y =k*, missa k =e”.

Koska
b>0=k=e">1 ja b<0<=0<(k=e")<1,
niin e-kantaisten eksponenttifunktioiden y =e®* kuvaajille on ominaista:

- Kuvaajat ovat samoja kuin funktioiden y =k* kuvaajat.
- Kuvaajat ovat nousevia, jos b >0.
- Kuvaajat ovat laskevia, jos b <0.

- Jos x>0, niin kuvaaja on sitd ylempana, mitd suurempi on eksponentin
kerroin b .

- Kuvaajien suuruusjarjestys vaihtuu painvastaiseksi kohdassa x =0.

Viereiseen kuvaan 2
on piirretty joukko _ _ _ . la
eksponentti-
funktioita y =e™.
Kunkin kuvaajan
viereen on merkitty
vain kertoimen b
arvo. e %

/05
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Usein tarkastellaan myos yleisemp&& muotoa y =a-k* tai y=k*+c ole-
via funktioita, joita vastaa tietenkin sopivat e-kantaiset funktiot y =a-e™

tai y =e™ +c. Kerroin a venyttaa alkuperaisen funktion y =k* kuvaajan
etaisyyden x-akselista joka kohdassa pystysuunnassa a-kertaiseksi ja termi c
nostaa (tai termin ¢ merkista riippuen laskee) kuvaajaa pystysuunnassa kaik-
kialla maaran c. Nama vaikutukset ilmenevét alla olevista kuvista.

—_—

Harjoitustehtavia

13.1 Hahmottele tuttujen potenssifunktioiden kuvaajien avulla parissa vai-
heessa kuvat seuraavista funktioista kasin paperille. Tarkista laskimella.

y=x-1 y=x"+2 y =0.2x° y:3\/;
=3x -1 -1 -1 4 _05
y =3x y=- y == y =3

13.2 Laske eksponenttifunktioiden
AL _ 3 ~(3) ja y=(2)
y‘(s) Y=y (2) ay (3)
arvot kohdissa x =-2,-1,0,1ja 2. Hahmottele sitten ko. eksponentti-

funktioiden kuvaajat kiinnittden huomiota kayrien peilikuvaominaisuuk-
siin, leikkauspisteeseen ja keskindiseen suuruusjarjestykseen.

13.3 Piirrd ensin funktion y =e* tai y =e ™ kuvaaja. Piirra sitten sita sopi-
vasti venyttamalla tai siitdmalla kunkin kohdan funktiot omaan kuvaan-
sa, kun k =0,+1 +2 . Tarkista piirtdmalla samat kuvaajat laskimella.

a) y =ke" b) y=ke™ c) y=e*+k
d y=e”+k e) y=k-¢" fy y=k-e™
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14. LOGARITMEISTA

14.1 Maaritelma ja perusominaisuudet

Maaritelma&. Olkoon k positiivinen luku, k=1. Luvun x k-kantainen logaritmi
log, x tarkoittaa lukua, johon k on korotettava, jotta saataisiin X, ts.

I(Iogkx —x
Esimerkki. log, 25=2, silla 5* =25 log.81=4, silla 3* =81
log, 81 on lukujen 3 ja 4 valilla, silla 4° =64 ja 4* =256
log.0.2=-1, silla 5=0.2 log,3=0.5, silla 9°°=9=3
log, k =1, silla k'=k log, k* =x, silla k* =k*

log.0 ei ole maaritelty, silla luvun 5 kaikki potenssit ovat > 0
log,(—3) ei ole maaritelty, silla luvun 7 kaikki potenssit ovat > 0

Tavallisimmin matematiikassa kaytetaan ns. luonnollista logaritmia, jossa
kantalukuna on Neperin luku e. Luonnollisen logaritmin tunnuksena kaytetaan
yleisesti merkintaa In tai joskus myos log.

Numeerisissa laskuissa kaytetaan ns. Briggsin logaritmia, jonka kantalukuna
on kymmenjarjestelméan kantaluku 10. Briggsin logaritmin tunnuksena kayte-
taan suomalaisessa kirjallisuudessa merkintdd |lg ja laskimissa merkintaa log.

Tietyissa lukumaaratarkasteluissa kaytetaan joskus 2-kantaista logaritmia.
Muita logaritmijarjestelmia ei kdytannéssa juurikaan esiinny.

Esimerkki. In(e*)=log.(e*)=x , silla e* =¢”
Ig100 =log,,100 =2 , silla 10* =100,

Logaritmeille on voimassa mm seuraavat ominaisuudet:
- Logaritmin voi laskea vain positiivisesta luvusta.

Ykkosen logaritmi on aina O.

Kantaluvun logaritmi on aina 1 ts. log, k =1.

Ykkosta suuremman luvun logaritmi on (kaytanndssa) positiivinen.
Ykkosta pienemman positiiviluvun logaritmi on (kaytannossa) negatiivinen.

Kaksi viimeista vaitetta ovat voimassa vain, jos logaritmijarjestelmén kantaluku
on ykkdsta suurempi, kuten kaytannossa yleensa aina onkin.
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Huomautus. Jokainen positiiviluku a voidaan esittdd Neperin luvun e potens-

sina muodossa

a:elna ’

silla maaritelman mukaan Ina tarkoittaa sita lukua, johon logaritmijarjestelman
kantaluku e on korotettava, jotta saataisiin a.

Esimerkki. Esitetaan eksponenttifunktio y =4* helpommin derivoitavan ja
integroitavan e-kantaisen eksponenttifunktion avulla.

Lausutaan edellisen esimerkin mukaisesti luku 4 Neperin luvun e potenssina,
jolloin saadaan

In4 laskettu
laskimella

y — 4X — (e|n4)x ~ (el.386)x — e1.386x

Tavallisten logaritmifunktioiden y 7Y
kuvaajat ovat seuraavanlaiset:

Logaritmifunktiot ovat maariteltyja
vain positiivisilla x:n arvoilla. Jos : S
logaritmijarjestelman kantaluku k > 1, 12345678 9181112
niin logaritmifunktion kuvaaja nousee

Jyrkasti negatiivisen y-akselin vierelta, 2
leikkaa x-akselia kohdassa x =1 ja - 173
kaartuu sitten hitaaseen kasvuun. o 1-4

14.2 Logaritmien laskulakeja

Lause. Jos x ja y ovat positiivisia ja ¢ mielivaltainen reaaliluku, niin

Iogk(x y)= Iogk(x) + |ng(Y)
0g, (§j — l0g, () ~log,(¥)

Ing(XC) =c-log, (x)

logaritmin
méaadritelman mukaan

Todistus. Koska k'°%(¥)#9Y) _ 031 Jog (Y _ X-y
niin edelleen logaritmin maaritelman mukaan log, (x -y) =log, (x) +log, (y)-

Kaksi muuta kohtaa todistetaan vastaavasti.
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Edellisen lauseen kohdat voidaan esittda sanallisesti muodossa:
Tulon logaritmi on tekijéiden logaritmien summa.
Osamaaran logaritmi on (osoittajan ja nimittajan) logaritmien erotus.
Potenssin logaritmi on eksponentti kertaa kantaluvun logaritmi.

Huomautuksia:

- Edelliset kaavat koskevat vain tulolausekkeiden logaritmeja. Summan ja
erotuksen logaritmeille ei ole vastaavia kaavoja.

- Edellisen lauseen kaavat esitetdan useissa oppikirjoissa ilman sulkeita,
mutta silloin ensimmaisessa ja kolmannessa kaavassa poiketaan sovi-
tuista laskujarjestyssaannogista, silla esimerkiksi merkinta log, x° pitaisi
sopimuksen mukaan tulkita lausekkeeksi (log, x)°, jota ei kuitenkaan
oppikirjoissa tarkoiteta.

Esimerkki. Tiedetaan, etta Ig2=0.30103 . Tata tietoa kayttaen voidaan las-
kea monien muidenkin lukujen logaritmeja:

Ig4 =1g(22) = 2-1g2 = 2-0.30103 = 0.60206

Ig5 = Ig% =1g10-Ig2 =1-0.30103 = 0.69897

Ig8 =1g(2°) =3 -1g2 = 3-0.30103 = 0.90309

Ig 20 =1g(10-2) =1g10 +Ig2 =1+0.30103 =1.30103

g 25 = |g% = 19100 —Ig(2?) = 2 - 2-0.30103 = 1.39794

Esimerkki. Esitd log, x luonnollisen logaritmin avulla.

Ratkaisu. Maaritelman mukaan

k%X —x | otetaan yhtalon kummaltakin puolelta In

In(k'°%*) = Inx | kéytetaan potenssin logaritmin laskusaantod
(log, x)-(Ink) =Inx
In x

|ngX = W

Huomautus. Seuraavantyyppisella komennolla
Define kkantlogk ,x)= Inx)/Ink ]
voit maaritella laskimeesi funktion kkantlog, joka laskee k-kantaisen logaritmin

luvusta X, jos laskimesi ei sitd muutoin pysty laskemaan. Tatéa funktiota et kui-
tenkaan joitakin kotitehtaviamme lukuun ottamatta kaytanndssa tarvinne.
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Esimerkki. Esita 9876°"®° muodossa a-10", missd 1<a<10 jan on sopiva
kokonaisluku.

Merkitdan x = 9876°"%° | jolloin
lg(x) =1g(9876°"%°) = 6789 -1g(9876) = 27119.21096.
Tasta saamme logaritmin maaritelman mukaan
X = 1027119.21096 — 100.21096+27119 — 100.21090 . 1027119 — 16254 . 1027119 )

Kyseessé on selvasti kokonaisluku, joka alkaa numeromerkeilla 1625 ... ja
jossa on kaikkiaan 27119+1 = 27120 numeromerkkia.

Esimerkki. Olkoot X, Yy, z>0. Sievennetaan lauseke
In(x?yz®)+2- In(%) —3In(yz)
seka hajottamalla ettd kokoamalla.
Hajotettaessa kaytetd&n lauseen kaavoja vasemmalta oikealle:
In(x*-y-z%)+2- In(%) -3In(yz)
=In(x*) +In(y) +In(z®) + 2(In(x) -In(z)) —3(In(y) + In(z))

=2Inx+Iny +3Inz+2Inx-2Inz-3Iny —-3Inz
=4Inx-2Iny -2Inz

Koottaessa kaytetadn samoja kaavoja oikealta vasemmalle:
In(x?yz®)+2- In(?) —-3In(yz) = In(x%yz®) + In(X—i) —In(y®z?%)
z
2

2,53 X
_ 2,53 X%\ _ 3,3y _ X yz z2 | _ x*
= In(xyz*-25)-In(y°z°) = In| —==—| = In| 5| .
z y°z

Sina et voi ehka vaikuttaa siihen, hajottaako vai kokoaako symbolinen laski-
mesi logaritmilausekkeita. Laskimesi saattaa kuitenkin pystya kokoamaan ja
tai hajottamaan logaritmilausekkeita, mutta muunnoksen suorittamiseksi on
laskimelle kuitenkin vaikkapa with-operaattorilla ensin kerrottava muut-
tujien positiivisuus, joka on laskulakien soveltamisen edellytys.

Huomautus. Hajotettaessa positiivisten tekijoiden tulomuotoisen lau-
sekkeen logaritmia saadaan logaritmien summalauseke, misséa kunkin
tekijan logaritmi esiintyy niin monta kertaa kuin tekijan eksponentti
osoittaa. Nimittdjassa olevan tekijan eksponentti on tulkittava negatiiviseksi.

Esimerkki. Jos muuttujat a, b, ..., e ovat positiivisia, niin

2
Inm=2-Ina+|nb+l-lnc—3-lnd—Ine.
d3.e 2
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14.3 Eksponenttiyhtaloista

Yhtal6a sanotaan eksponenttiyhtéloksi, jos tuntematon esiintyy eksponentissa.
Esimerkiksi 4*"-3.2*+2=0 on eksponenttiyhtald, mutta x° +x® =+/1 ei ole,
koska siiné tuntematon x ei esiinny eksponentissa.

Huomautus. Jos eksponenttiyhtalén molemmat puolet ovat tulotyyppiset (si-
saltaen vain kerto-, jako-, potenssiinkorotus- ja juurtamistoimituksia), niin usein
yhtélo kannattaa ratkaista ottamalla logaritmi yhtalon kummastakin puolesta.

Tarkasteltavassa yhtalotyypissa saa yhteen- ja vdhennyslaskua esiintya vain
eksponenteissa, jolloin kyseiset toimitukset palautuvat itse asiassa kerto- ja

jakolaskuiksi kaavojen a*” =a”*-a’ ja a*¥ =a*/a’ mukaisesti. Oleellista on,
ettd kummankin puolen logaritmi voidaan hajottaa pieniksi logaritmilausekkeik-
Si, joissa tuntematon esiintyy vain logaritmien edessa olevissa kertoimissa.

Tehokkaan apuvalineen kaytto on tietenkin aina varmin ratkaisutapa.

Esimerkki. Ratkaise x yhtalosta
ox  gxl _ 5% ‘ Molemmat puolet tulotyyppiset.

72x-1 Ota kummaltakin puolelta In.
X
In(2x -3“1) = In(7§“j | Hajota tulolausekkeiden logaritmit.
v, _ _1. Siirrd x:t kertoimineen vasemmalle,
X-In2+(x+1):In3=x-In5-(2x-1)-In7 ‘ muut termit oikealle, ota x tekijaksi.
X-(IN2+INn3-In5+2In7)=In7-In3 | Jaa x:n kertoimella.
In7-1In3 In(g)
X — = — 7 ~0.20797
IN2+INn3-In5+2In7 In(2'3'72) S
Jo tasta muodosta voit laskea 5

vastauksen likiarvon — — L
ja eikbhan tama ole Huomaa, etta téta logaritmien osamaaraa

kaunein mahdollinen tarkka arvo? ei voi lausua yhtena [uonnollisena logaritmina!

Huomautus. Jos eksponenttiyhtdlén molemmat puolet eivat ole tulotyyppiset,
niin joskus voi hyédyntéaé sopivaa aputuntematonta.

Esimerkki. 4*-3.2*+2=0 | Merkitse t = 2%, jolloin 4* = (2%)* = (2*)? =1t?
t?-3t+2=0

t=1tal t=2

2*=1tai 2" =2

x=0 tai x=1

06090
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14.4 Logaritminen asteikko

Logaritminen asteikko saadaan sijoittamalla luvut tasavéliselle eli lineaariselle
asteikolle (10-kantaisen) logaritminsa maaraamaan kohtaan.
Koska esimerkiksi Ig1=0 ja Ig100=2 , niin luku 1 sijoitetaan tasavalisen

asteikon origon kohdalle ja luku 100 tasavalisen asteikon luvun 2 kohdalle.
Alkuperdinen tasavalinen asteikko

-2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3

0.01 0.05 0.1 05 1 5 10 50 100 500 1000
Uusi logaritminen asteikko

Koska Ig(10") =n, niin kympin kokonaispotenssit 10" osuvat logaritmisella
asteikolla aina alkuperéisen tasavalisen asteikon kokonaislukupisteisiin.
Logaritmisella asteikolla kympin kokonaispotenssit sijaitsevat siis tasavalein.
Koska esimerkiksi 1g5=0.699 , niin logaritmisen asteikon luku 5 on samalla
kohtaa kuin lineaarisen asteikon luku 0.699. Muut logaritmisen asteikon posi-
tiiviset luvut sijoitetaan paikoilleen samalla tavalla.

Koska negatiivisen luvun logaritmia ei ole maaritelty, niin negatiivisia lukuja ei
|6ydy logaritmiselta asteikolta. Lukua O ei mydskaan l16ydy logaritmiselta as-
teikolta, joskin voimme kuvitella, etta 0 on vasemmalla "aarettoméan kaukana".

Seuraavassa kuvassa on logaritmisen asteikon vélit 1...100, 10...20 ja
11...12 esitetty suuremmissa mittakaavoissa:

1 2 3 4 5678910 20 30 4050 100

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

110 1121 112 11.3 114 115 116 11.7 118 119 120

Kannattaa huomata, etta luvut 1, 2, 3, ..., 10 eivat sijaitse logaritmisella as-
teikolla tasavéalein, vaan "tihenevat" lukujen kasvaessa. Samoin luvut 10, 20,
30, ..., 100 "tihenevat" lukujen kasvaessa ja naiden lukujen valit ovat pareittain
yhta suuria kuin lukujen 1, 2, 3, ..., 10 valit.

Mydskaan luvut 10, 11,12, ..., 20 eivat ole tasavalein, vaikkakin niiden valit
ovat selvasti edellisia tasaisemmat. Vaikka luvut 11.0, 11.1, 11.2, ..., 12 eivat
ole tasavélein, niin silmamaaraisesti ei naiden lukujen tihenemista pysty enéaa
huomaamaan.
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Huomautus. Logaritmista asteikkoa voidaan kayttaa hyvaksi esimerkiksi si-
joitettaessa asteikolle positiivisen arvon omaavia lukuja tai ilmidita, joita on ti-
heasséa lahelld origoa ja harvassa kaukana origosta.

Esimerkki. Logaritminen asteikko on sovelias, jos esimerkiksi lampétila-astei-
kolla halutaan esittéa monia absoluuttisen nollapisteen laheisyyteen tiheimmin
keskittyvia kylmafysiikan (keksittyja) ilmidita A, B, C, ...

N H GF E D C B A 1Imio

0.001 0.01 0.1 1 10 100 T/°K

Lineaarinen asteikko ei ole naiden ilmididen kuvaamiseen sovelias, koska suu-
rin osa ilmidista pakkautuisi hyvin lyhyelle valille:

.DC B A [Imio

| | |

| |
0 50 100 150 200 T/°K

—_

Logaritmista asteikkoa kaytetdan hyvaksi
ns. puolilogaritmi- eli lin-log-paperissa,
jossa toinen asteikko on lineaarinen ja
toinen logaritminen. Viereinen kuva esit-
taa yksinkertaistettua tyypillista puoli-
logaritmipaperia. 1

b L0 =T

Tasavalisella asteikolla ei ole valmiina
mitaan numeroasteikkoa, kun taas loga-
ritmisella asteikolla muutama jakso on
varustettu luvuin 1, 2, 3,4,5,6, 7,8, 9.

Kaupallisessa puolilogaritmipaperissaon 1
logaritmisen asteikon valit 1-2 , ..., 4-5
jaettu viela kymmeneen pienempaan
osaan, kun taas loppupé&éan lukuvalit 5-6 ,
..., 9-10 on jaettu vain viiteen osaan.

B L0 =T

K PR =N |

Puolilogaritmipaperin lineaarinen asteikko 1
voidaan skaalata esittdmaan mita tahansa
valia. Jos lineaarisen asteikon pituus on vaikkapa 15 cm ja valitaan esimerkiksi

- 1cm 21 yksikkd, niin lineaarisella asteikolla voidaan esittaa vali -5...10 tai
0...15 tai 10...25 tai 50...65 tai ...

- 1cm £5 yksikk64a, niin lineaarisella asteikolla voidaan esittaa vali -50...25
tai -10...65 tai 0...75 tai 100...175 tai...

- 1cm £100 yksikk64a, niin lineaarisella asteikolla voidaan esittaa vali
-500...1000 tai 0...1500 tai 2000...3500 tai ...

- 1cm £ 0.001 yksikk64a, niin lineaarisella asteikolla voidaan esittaa vali
-0.005...0.01 tai 0 ... 0.015tai ...
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Puolilogaritmipaperin logaritmisella asteikolla on tietty maara samanlaisia "jak-
soja", joista kukin esittaa yhta dekadia eli lukuvalid kympin jostakin kokonais-
potenssista kympin seuraavaan kokonaispotenssiin. Jos logaritminen asteikko
on vaikkapa kolmen dekadin pituinen, niin talla asteikolla voi esittda esimerkik-
si seuraavat lukuvalit:

10*...10" tai 107...10" tai 10"... 10",

Neljan dekadin mittaista valia kuten 1 ... 10000 ei talle paperille voi mitenkaan
tiivistad, vaan on kaytettava kahta toistensa jatkeeksi asetettua paperia.

Esimerkki. Piirra puolilogaritmipaperille 1000

b L

funktion y =1.9-1.22* kuvaaja valilla
0<x<30. 300 W
- . . . 200 4
Sijoitetaan funktion kuvaajan pisteet /
100 2
X |y=1.9-1.21 =
0 1.9 .
10 12.8 30 v
20 86.0 20 /
30 579. 10 v
edella tarkastellulle 3-dekadiselle puoliloga- e
ritmipaperille valitsemalla tasavalisella
asteikolla ruudun arvoksi kaksi yksikkéa 3 7
ja ajattelemalla, etta logaritmisen astei- 2
kon syklit edustavat valeja 1-10, 10-100

ja 100-1000. Pisteiden kautta voidaan 0 10 20 30
IImeisesti piirtd& suora viiva.

Yleisesti on voimassa seuraava tarkea tulos:

Huomautus. Eksponenttifunktion y =a-k* (taiy =a-e™) kuvaaja on puoli-

logaritmipaperilla suora viiva, jos muuttuja x esitetaén lineaarisella asteikolla ja
muuttaja y logaritmisella asteikolla, silla lauseke Iny sievenee muuttujan x

lineaariseksi lausekkeeksi
Iny =In(a-k*) =Ina+ x-Ink = vakio + vakio - x .

Puolilogaritmipaperia voidaan myds kaanteisesti kayttaa sen selvittamiseen,
onko jokin kasvu- tai kuolemisprosessi eksponentiaalinen. Sijoitetaan ilmiéon
liittyvat (aika, maara) -havainnot puolilogaritmipaperille ja katsotaan, ovatko ne
ainakin likimain samalla suoralla viivalla. Jos havaintopisteet ovat samalla suo-
ralla, niin kyseinen ilmio kasvaa/vahenee eksponentiaalisesti (tarkemmin seu-
raavassa kappaleessa).
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14.5. Lineaarinen ja eksponentiaalinen
muuttuminen

Maaritelma. Jos suure y muuttuu lain y =a-t+b mukaisesti (a ja b vakioita),
niin sanotaan, ettda y muuttuu/kasvaa/vahenee lineaarisesti.

Huomautus. Lineaarisesti muuttuvan suureen maarallinen (absoluuttinen)
muutos on yhta pitkind aikavaleind aina samansuuruinen.

Esimerkki. Jos lineaarisesti muuttuva suure vahenee jonakin 5 sekunnin mit-
taisena aikavalina 3 yksikkd4a, niin sama suure vahenee jokaisena 5 sekunnin
mittaisena aikavélina 3 yksikk6a. Niinpd sama suure vahenee jokaisena 10
sekunnin mittaisena aikavalina kaksi kertaa 3 yksikkoa eli yhteensa 6 yksikkoa.

Maaritelma. Monet suureet luonnossa ja tekniikan sovelluksissa kasvavat tai
vahenevat lain y =a-k' eli y=a-e”™ mukaisesti (a, b ja k vakioita), jolloin
sanotaan, ettd suure y muuttuu/kasvaa/vahenee eksponentiaalisesti.

Huomautus. Eksponentiaalisesti muuttuvan suureen prosentuaalinen (suh-
teellinen) muutos on yhta pitkina aikavaleind aina samansuuruinen.

Esimerkki. Jos eksponentiaalisesti kasvava suure kaksinkertaistuu ajassa t,,
niin tama suure nelinkertaistuu ajassa 2-t, ja kahdeksankertaistuu ajassa 3-t, .

Jos jokin toinen, eksponentiaalisesti vAheneva suure pienenee kolmasosaan

ajassa t,,, hiin tama suure pienenee 1/27-osaan ajassa 3-t,,, .

Esimerkki. Oletetaan, etté bakteerien maara n = n(t) kasvaa eksponentiaali-
sesti. Maarita n(12 h), kun tiedetaan, etta n(6 h) =320 ja n(8 h) =1280.
Ratkaisu 1. Lahtétiedoista naemme, etta lukumaara nelinkertaistuu kahdessa
tunnissa, joten maara nelinkertaistuu kaksi kertaa neljassa tunnissa ja siis
n(12 h) = 4% -n(8 h) =16-1280 = 20480 ~ 20500.

Ratkaisu 2. TI-Nspire CX CAS -laskimen komennolla ExpReg {6,8},{320,1280}
saamme lahtétietoihin sopivan eksponenttifunktion stat.RegEqn(t) =5-2".
Kysytty lukumé&ara on siis n(12) = stat.RegEqn(12) = 5- 2" = 20480 ~ 20500 .
Katso tarkemmin kohdan 11.1 viimeisesta huomautuksesta.
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Huomautus. Eksponentiaalisesti kasvava suure y voidaan esittda muodoissa

y =Y, k', missak>1
y=y,-e”, missab>0

y =Y, 2", missat, = tuplaantumisaika .
Eksponentiaalisesti viheneva suure y voidaan puolestaan esittdd muodoissa
y=Y, k', mssaO<k<1l

bt

y=y,-e", missib<0 (el y=y,-e

t/t
Y=Y, (%) ” , missa t,,, = puoliintumisaika .

b missa b > 0)

Em. kaavoissa y, on suureen y arvo hetkella, josta alkaen aikaa t mitataan.

Esimerkki. Seuraavassa on esimerkkeja joistakin eksponentiaalisesti kasva-
vista tai vhenevista suureista:

1. Jos talletukselle maksetaan vuotuista korkoa p % "korkoa korolle"-
periaatetta noudattaen, niin alkupdaomaltaan K :n suuruinen talletus on t

vuoden kuluttua

t
K :KO-(1+%j .

2. Suotuisissa olosuhteissa bakteeriviljelman bakteerien lukumaaran kaksin-
kertaistumiseen kuluu vakio aika t,. Mikali bakteerien lukumaara hetkella
t=0 on ny, niin lukumaara hetkella t on

n=n,-2" .
Lukumaéran voi esittad myods muodoissa
n=n,-k', k>1
ja
.e™  b>0.

n=n,

3. Mikali radioaktiivisen aineen puoliintumisaika on t,,, niin hetkella t =0 ol-
leesta radioaktiivisen aineen maarasta m, on hetkella t jaljella maara

tity,
m=m,: (%) .

Jaljella olevan massan voi esittdd myds muodoissa
m=m,-k', 0<k<1,
m=m,-e”, b<O0,
m=m,-e™,b>0.
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4. Mikali kappale, jonka alkulampdtila on T , tuodaan hetkella t =0 ymparis-
toon, jonka lampdtila on koko ajan vakio Tomp niin Newtonin jaahtymislain

mukaan kappaleen ja ympariston valinen lampdétilaero vahenee eksponen-
tiaalisesti. LAmpatilaero hetkella t on

T =Ty =(To = Tynp)- e,
miss& b on olosuhteista riippuva positiivinen vakio (yksikkona esimerkiksi
1/h). Vakio b on pieni, mikali lampdétilan tasaantuminen on hidasta (kappale
on hyvin eristetty, kappaleen pinta-ala on pieni, ei ole lampdétilaa tasoittavia
iImavirtauksia). Vakion b arvo on puolestaan suuri, jos lampdtilan tasaan-
tuminen on nopeaa (kappale on eristamaton, kappaleen pinta-ala on suuri,
voimakkaat ilmavirtaukset).

Edellinen kaava voidaan esittaa myos muodossa

T =T =T —Tm0) k',
missa k =e™ on valilla 0 <k <1 oleva vakio. Mikali lampdotilan tasoittumi-
nen on hidasta, niin k on lahella ykkosta, painvastaisessa tapauksessa k

on taas lahelld nollaa. Kaava voidaan esittaa lampatilaeron puoliintumis-
aikaa t,, kayttaen myés muodossa

1\t
T _Tymp = (TO _Tymp) : (E) .

Esimerkki. Termospulloon, jonka lampétila oli 98 °C, kaadettiin saman lam-
poista kahvia. Tunnin kuluttua kahvin [ampétila oli laskenut maaralla 10 °C.
Mik& on lampdtila 4 tunnin kuluttua termospullon tayttamisestd, jos ympéariston
lampdotila on koko ajan 18 °C ja olosuhteet ovat jadhtymislain mukaiset?

Suoritaan laskut ilman yksikoita °C ja h.

Tapa 1. Sijoitetaan hetkella t =1 tunnetut arvot edellisen esimerkin kohdan 4
ensimmaiseen kaavaan
_ —bt
T _Tymp - (TO _Tymp) e,
jolloin
88-18=(98-18)-e™*
70=80-e" | .&

70
b _8
e —78

Lampatilalle kaytetysta kaavasta saadaan hetkella t =4
T= Tymp + (To T )" e =18+ (98 -18)- e MEM4 —64.9 °C

ymp
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Tapa 2. Sijoitetaan hetkelld t =1 tunnetut arvot kohdan 4 keskimmaiseen kaa-
vaan T -T, = (T, -T,.)-K' , jolloin
88-18=(98-18)-k".
Tastéd saadaan k =0.875. Samasta kaavasta saadaan hetkella t = 4 lampatila
T=T,,+T-T,,) k' =18+(98-18)-0.875" ~ 64.9°C

Tapa 3. Sijoitetaan hetkella t =1 tunnetut arvot kohdan 4 alimpaan kaavaan
T _Tymp =(T, —Tymp)'(l/ 2)t/t”2 , jolloin
88-18 =(98-18)-(1/ 2)""
70 =80-(1/ 2)"" |In

In70 = |n80+ti-|n(1/ 2)

1/2
. __In@/2)
Y2 In70-In80
jalopulta T =T, +(T, ~T,.,) (1/2)" =18 + (98 ~18)-(1/ 2)***° ~ 64.9 °C

ymp

~5.19

Tavoissal - 3 kannattaa yhtalot kaytdnndssa ratkaista laskimella.

Tapa 4. Tassa tehtavassa kahvin ja ympariston lampoétilaero on eksponenti-

aalisesti vdheneva suure. Tallaiselle suureelle on ominaista, etta sen kulloises-
takin arvosta tietyssé ajassa havida aina prosentuaalisesti yhta paljon. Koska

P n : 10°C . O o .o -
lampdotilaerosta havisi tunnin kuluessa 98°C —18°C 100% =12.5%, niin jokai

sen seuraavankin tunnin aikana jaljella olevasta lampdotilaerosta haviaa aina
12.5% . Lampotilaero on siis 4 tunnin kuluttua 0.875" - (98 —18)°C = 46.9°C.

Talloin kahvin lampétila on (18 +46.9)°C = 64.9°C.

Tapa 5. Tehtavan voi ratkaista myds piirtdmalla puolilogaritmipaperille lampo-
tilaeroa esittdvan kuvaajasuoran kahden tunnetun pisteen kautta.

Tapa 6. Asetetaan tunnettujen (aika, lampdtilaero) - pisteiden (0,80) ja (1,70)
kautta eksponenttifunktio laskimen regressiotoimintoa kayttden komennolla
ExpReg {0,1},{80,70}.

Taman jalkeen syotteella stat.results tai stat.RegEqn(t) laskin nayttaa lampo-

tilaeron yleiseksi lausekkeeksi 80-0.875'. Kahvin lampétila hetkella t =4 on

nain ollen T(4)=18+80-0.875* =64.9°C.

Laskimeen maaraytynytta funktiota voi kayttaa myos syotteessa seuraavasti
18 + stat.RegEQqn(4) ~ 64.9
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Harjoitustehtavia

141

14.2

14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

14.8

Maarita ilman laskinta seuraavat logaritmit. Perustele vastauksesi! Jos
sopivaa kokonais- tai murtolukuvastausta ei ole, niin ilmoita kokonais-
lukuvali, jolla logaritmin arvo on. Tarkista tuloksesi kayttden vaikkapa
laskimeen méaarittelemaasi funktiota kkantlog(k,x).

log, 16 log;125 log, 9 log, 3 log; 1 Iog7%

lg0.001 Iogz% log,64 log,0 log, 0.5 1g1000

logs 45 log,(k*)  log;\6 log, % In(e®)  log,(-4)
1

IgE l09,,,10 log,1 lg75 In6 log ; 8

Piirrd samaan kuvaan ensin edelta tuttu kayra y =Inx ja sitten sita sopi-
vasti skaalaten tai siirtaen kayrat y =2Inx, y=Inx—1 ja y =In(x-1).
Tiedetaan, ettéd Ig2 ~0.30 ja Ig3 =0.48. Laske ilman laskinta lukujen
8, 5, 6, 18, 27, 20, 300, 1/3, 1/4 ja 200/9 kymmenkantaiset logaritmit.

Olkoon x =5555%% ja y =6666>>>°. Laske laskinta hyddyntden muotoa
a-10" (n on kokonaisluku ja 1< a < 10) olevat likiarvot lausekkeille

vl Xy Vv2) X+y a) § b) X-y

567567 . 890890

1234

Esita lausekkeen likiarvo muodossa a-10".

Ratkaise seuraavat yhtalot ilman laskimen solve-toimintoa. Tarkista tu-
loksesi solve-toiminnolla.

a) 23*-32%*" =75 b) 4.2 -5.2%1+1=0
c) 12-34> = —4%'9§Zflx+l d) 3-27-7-2°+2=0

Olkoot a,b > 0. Sievenné kasin laskien (i) kokoamalla (i) hajottamalla
(iii) laskimella kokeillen (muista kertoa laskimelle muuttujien positiivisuus)

v) |n(§—§z)—2ln(a2JB)+|n(a+b) a) InS(ag—f)Za—ZanT\/Eern(abz)

Maarita logaritmisella asteikolla esitettyjen lukujen

v1) 1 ja 1000 v2) 2ja500

a) 100ja 10° b) 1lja3 c) 5ja 3000

valimatka, jos lukujen 1 ja 10 valinen etaisyys ko. asteikolla on 25 mm.

14.9 Piirrd osa sellaista logaritmista asteikkoa, jossa lukujen 1 ja 10 valinen
etaisyys on 10 mm. Merkitse asteikolle mahdollisimman monta luvuista
0.1, 1, 10, 100, 1000, 10°, 0.0001, 0.5, 2, 20, 200, 0.005, 0, -1, -10, -4.
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14.10

14.11

14.12

14.13

14.14

14.15

14.16

162 J

y = 8000 -37%%
y — 25 X 20.03)(
piirtamalla kuvaajat valilla 0 < x < 250.Tarkista tuloksesi laskimella!

Ratkaise puolilogaritmipaperia kayttden yhtalopari

Piirr& puolilogaritmipaperiin funktioiden y =Inx ja y =Igx kuvaajat
valilla 0.1<x <100. Miten paperi kannattaa asettaa?

Tiedetaan, ettad radioaktiivisen aineen jaljella oleva maara vahenee
eksponentiaalisesti. Maarita radioaktiivisen aineen puoliintumisaika,
kun aktiivista ainetta oli alun perin 124 g ja 20 vrk myéhemmin 31 g.
Paljonko ainetta on jaljelld, kun aikaa kuluu lisaa 30 vrk?

Ratkaise tehtdva monella eri tavalla siten, etta kaytat:

tity,
() jotakin yhtalista mzmo-(%) * m=m, k', m=m,-e™, m=m, e,
(i) puolilogaritmipaperia

(i) laskimen expReg-toimintoa

(iv) tietoa, jonka mukaan eksponentiaalisesti muuttuvan suureen suh-

teellinen muutos on yhta pitkin& aikavaleina aina yhtéa suuri.

Tiedetaan, etta talletuksen arvo kasvaa eksponentiaalisesti, mikali kor-
ko on vakio. (Tama tulos pitdd kaytannossa paikkansa vain tasavuosi-
en kohdalla, koska korko liitetadn padomaan tavallisesti vain kerran
vuodessa. Mikali korkoa liitettaisiin paddomaan jatkuvasti, niin tulos olisi
voimassa kaikilla t:n arvoilla.) Oletetaan, ettd pddoma kaksinkertaistuu
tasmalleen v) 7 a) 4 vuodessa.

() Maarita vuotuinen korkoprosentti.

(i) Mika& on 1000 euron talletuksen arvo 55 vuoden kuluttua?

Tiedetaan, ettad radioaktiivisen aineen aktiivisuus A = A(t) vdhenee
eksponentiaalisesti. Mik& on ollut tietyn radioaktiivisen naytteen aktiivi-
suus vuonna 1950, jos kyseisen naytteen aktiivisuus vuonna 2000 oli
125000 yksikkoa ja viisi vuotta mydhemmin 115000 yksikk6a?

Suorita tehtava laskimen ExpReg-toiminnolla mitaten aikaa

a) ajanlaskun alusta b) vuodesta 1950 c) vuodesta 2000 alkaen.

Termospulloon, jonka lampétila oli 94.0°C , kaadettiin saman lampdista

kahvia. Kolmen tunnin kuluttua kahvin lampdétila oli laskenut v) 8 a) 11
astetta. Mika on lampdtila 13 tunnin kuluttua termospullon tayttamisesta,
jos ympariston lampotila on koko ajan 24.0°C ja olosuhteet ovat jaahty-
mislain mukaiset? Ratkaise tehtava

() laskimen ExpReg-toiminnolla  (ii) ilman laskimen ExpReg-toimintoa

Suure z =z(t) muuttuu (i) eksponentiaalisesti (i) lineaarisesti.

Paattele z(50) mahdollisimman yksinkertaisesti, kun tiedetaan, etta
v) z(10) =15 ja z(20) =30 a) z(35)=2000 ja z(40)=1500.
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15. LUKUJONOISTA JA SUMMISTA
15.1 Yleista

Lukujono muodostuu perakkain olevista luvuista. Lukujono voidaan antaa
esimerkiksi luettelemalla lukujonon kaikki jasenet tai niin monta jasenta, etta
lukijalle muodostuu selva mielikuva jonon kaikista jasenista.

Esimerkki. Jonot 3,7,-2,5 ja 2,4,6,...,20 ovat paattyvia, kun taas
jono 1,-3,5,-7,9, -11, ... on paattymaton.

Lukujono voidaan antaa myds esittamalla saanto yleisen jasenen laskemiseksi.

Esimerkki. Edellisen esimerkin viimeiset jonot voidaan antaa muodossa
u,=2n,n=112..10 ja u,=(-1)"(2n-1),n=123,..

Lukujono voidaan maaritella myos rekursiivisesti eli kAyttden palautus-
kaavaa. Tall6in on annettava jonon ensimmaisen (tai ehk& muutaman ensim-
maisen) jasenen arvo ja saantd, miten jonon jasen riippuu edellisista jasenista.

Esimerkki. Maarittelysta
u=2,u=2u,+1 (n=23,..,6)
saadaan paattyva lukujono 2, 5, 11, 23, 47, 95.

Monissa yhteyksissa viitataan Fibonaccin lukujonoon 1,1,2,3,5,8,13,..., joka
voidaan maaritella rekursiivisesti kaavoilla

u=1,u,=1,u,=u,,+U,,, N=345,...

Paattyvan lukujonon jasenten summaa voidaan merkitd X -merkintaa kayttaen,
jos yleisen jasenen lauseke tunnetaan.

3 6
Esimerkki. Y'n?=1+22+32=14 | 1_1,1,1,1_19
; kz_;‘k 37456 20

Esimerkin X-lausekkeet voinet kirjoittaa symboliseen laskimeen joko "kaksiulot-

3 6
teisessa” muodossa Z(nz) ja Z(%) sopivaa lausekemallia hyddyntéen tai
n=1 k=3

yhdelle riville muokattuina lausekkeina X (n"2, n, 1, 3) ja 2(1/k, k, 3, 6).
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Huomautus. Summausindeksina kaytetylla kirjaimella ei ole merkitystd sum-
man arvoon, vaikkakin indeksina kaytetaan tavallisesti kirjaimia i, j, k, |, m ja n.

Huomautus. Monissa (taman vuoden 2016) laskimissa summausindeksi
kasvaa alarajalta ylarajalle yhden valein, mutta kdytdnnéssa on monia tilan-
teita, joissa summausindeksi kasvaa tietyin askelvalein vaikkapa alarajalta 67
ylarajalle 92 "steppind” 5, jolloin indeksi kay lapi arvot 67, 72, 77, 82, 87 ja 92.

Esimerkki. Tarkastelemme ensin summan x* + x™ + x”" + x% + x¥ + x*
erasta varsin tavallista vaaraa esitysyritysta lausekkeella

i k+5
X

k=67
missa on ajateltu merkinnan k + 5 kasvattavan indeksia aina viidella. Tutki
yrityksen kelvollisuutta sijoittamalla termiin muuttujan k paikalle vuorollaan

kaikki indeksin k arvot alarajalta 67 ylarajalle 92, jolloin saat vaaran summan

X67+5 +X68+5 +X69+5 +X70+5 +...+X91+5 +X92+5 )

Tarkasteltava summa on muokattava nykyiseen Tl-laskimeen vaikka muotoon

5
67+05 67+15 67+25 67+35 67+45 | | 67455 _ z 5675 ’

X + X + X + X + X

k=0
missa muuttuja k ja sen arvot on selvyyden vuoksi alleviivattu.

Tulevissa TI-laskimissa sy6ttd onnistunee myos seuraavanlaisesti
92 "steppind" 5

k : k
X“ tai > (x*, k , 67,92, 5 ).
k=67 termin - summaus- summausindeksin  summausindeksin
lauseke  indeksi ala- ja ylaraja steppi

Seuraavalla komennolla voit nykyiseenkin TI-Nspire CX CAS -laskimeen méaa-
ritelld funktion steppisumma, joka sopii summalausekkeen laskemiseen, kun
steppind on mika tahansa positiivinen kokonaisluku.

Define steppisumma(terminlauseke,indeksi,alaraja, ylaraja, steppi) =

Maarittelyssasi voit kayttaa lyhyempiakin tunnuksia kuten t, i, a, y, s

ylaraja
(ifFn(remain(indeksi — alaraja, steppi) = 0,terminlauseke, 0 ))
indeksi=alaraja indeksi —alaraja Tama termi huo-  Muu-

jakolaskun - jakojaannos 0 toin
steppi mioidaan summassa, tama

jos jakojaannos=0

Esimerkki. Seuraava komento tulostaa muuttujan x potensseista kymmenen
valein muodostuvan summan x> + x* + x> +...+ x>’ kaikki 32 termia:

steppisumma(x*, k,37,347,10) X XY X3
Ylarajan paikalla voi olla mika tahansa luku puoliavoimelta valilta [347,357).
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15.2 Sarjoista

Paattymattoman lukujonon kaikkien &arettéman monen jdsenen muodollista

"summaa” > u, =U,+U,+U, +... sanotaan sarjaksi.
n=1

Jos kyseinen "summa” on aarellisena olemassa, niin sarjaa sanotaan suppe-
nevaksi, vastakohtana on hajaantuva sarja.

Esimerkki. Kuvan avulla on helppo uskoa, ettd seuraava sarja suppenee
1 _1_.1.1. .1
===+=4+=+=4...=1
;2” 2t 22 22 2
ja sen summa todella on 1. Tarkastellaan lukusuoran valia [O, l], jossa laske-
taan yhteen annetun sarjan termien mittaisia janoja:

| | | | [ [
0 112 + 114 g M6+~ 1

L

Koska aina uuden termin lisadminen sarjan alkupd&n aiempaan summaan
kasvattaa alkupadn summan sen aiemman arvon ja ykkdsen puolivaliin, mutta
ei milloinkaan yli ykkdsen, niin alkupdan summa lahenee ykkosté termien
maaran kasvaessa rajatta. Tarkasteltu sarja siis suppenee ja sen summa on 1.

Esimerkki. Seuraavat sarjat hajaantuvat selvasti "kohti aaretonta”:

dYN=1+2+3+..=0 ja > 1=1+1+1+..=o0.

n=1 n=1

Huomautus. Sarja voi hajaantua myds siten, ettd sarjan alkupaasta muodos-
tetut osasummat "heilahtelevat” vakiintumatta mitaan kiinteaa arvoa kohden.

Esimerkki. Sarja Z(—l)”‘l =1-1+1-1+1-+... hajaantuu "heilahdellen”,

n=1
koska sarjasta muodostetut yhden, kahden, kolmen, ... alkup&&an termin
osasummat 1, 0, 1, 0, 1, O, ... eivat vakiinnu kohden mitaan kiinteaa arvoa.

Huomautus. Edellisten esimerkkien sarjoja voi tutkia myds laskimella laitta-
malla ylarajaksi symbolin o« . Laskin ei kuitenkaan hallitse sarjoja kovin hyvin,
silla sellaisessakin tapauksessa, jossa laskin tulostaa lopputuloksena syotetyn
sarjan sellaisenaan (tai mahdollisesti vain vahan muokattuna), voi olla kysees-
sa olla jopa hyvinkin yleisesti tunnettu suppeneva tai hajaantuva sarja.
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Esimerkki. Termeja ryhmittelemalla ja arvioimalla voidaan todeta, ettda myods
ns. harmoninen sarja hajaantuu "kohden aaretonta”:

Z%:1+1+%+...—l+l+ (l+l) +(l+...+l)+(l+ + 1)+...

~n 1 2 "1 27 13°4)"\5 g/ \9 """ 16
2 termia, jotka 4 termia, jotka 8 termia, jotka
ovat > % kaikki ovat > % kaikki ovat > %
1,1 1 1 1 1,1.,1
_2+2+2 4+4 8+8 16+... 2+2+2+... o0

Huomaa, etta vaikka harmonisen sarjan termit lopulta ovat "aarettéman pieniad”,
niin kaikkien néiden termien summa on kuitenkin aarettéman suuri.

Esimerkki. Seuraavan kuvan avulla tuntuu uskottavalta, etta vuorotteleva

o0

| a1-1,1_1,  _5 O™ |
harmoninen sarja 1 Sty gt " nz_; ) suppenee kohden arvoa, joka

on likimain 0.69 , koska vastakkaissuuntaiset "hypyt” jatkuvasti pienenevat ja
l&hestyvat lopulta pituudeltaan nollaa.

f&’fﬁ———_—_ﬂ
| P . - v TN i
1 1 1 T 1
o 2 TTE ‘5 3 +1

15.3 Aritmeettinen jono

Maaritelma. Lukujonoa sanotaan aritm eettiseksi, jos aina kahden perattai-
sen jasenen erotus U, —u,_, =d = vakio = ns. differenssi.

Esimerkki. Jono 2,4,6, 8, ... on paattyméaton aritmeettinen jono differenssina 2.
Jono 5, 2, -1, -4 on paattyva aritmeettinen jono differenssina d =-3.
Myos jono 5, 5, 5, 5 on aritmeettinen differenssin ollessa 0.

Sen sijaan jono 1, 2, 4, 7, 11 ei ole aritmeettinen, koska peréttaisten jasenten
erotukset ovat erisuuria lukuja 1, 2, 3ja 4.
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Lause. Tarkastellaan aritmeettista jonoa, jonka ensimmainen jasen on u, ja
differenssi d. Taman jonon n. jasen

u, =u, +(n-21d

Saman aritmeettisen jonon n ensimmaisen jasenen summa

ts. paattyvan aritmeettisen jonon jdsenten summa =
jasenten maara kertaa ensimmaisen ja viimeisen jasenen keskiarvo.

Todistetaan edellisen lauseen mukaisen jonon summakaava kirjoittamalla jo-
non jasenet seka etu- etta takaperin ja laskemalla esitykset yhteen:

S, = u + (u+d)+(Uu,+2d) +...+(u, +(n-1d)
S = U+ (U —d)+(U —2d)+..+(U —(n-1d)
2S. =(u, +u ) +(u +u )+ (U +u ) +..+ (U, +u) | :2
_ Uty
S,=n 5

Huomaa, etta n. jAsenen kaavassa differenssin d kerroin on n—1 eika n.
Vertaa: Jos juokset tolpparivin ensimmaiselta tolpalta n:nnelle tolpalle, niin si-
nun on juostava n -1 valia.

Esimerkki. Laske valilla 1000 ... 2000 olevien seitsemalla jaollisten lukujen
summa kayttaen laskintasi vain yksinkertaisena nelilaskimena.

Ratkaisu. Koska 1000/7 =142.9 ja 2000/7 = 285.7, niin ensimmainen
kyseisista luvuista on 143-7 =1001 ja viimeinen 2857 =1995.

Kyseisia lukuja on siis yhteensa 285-143 +1=143 kappaletta. (Huomaa jal-
leen, ett& lukuja on yksi enemman kuin niiden véleja!)

Koska luvut 1001, 1008, 1015, ..., 1995 muodostavat aritmeettisen jonon,

niin edellisen lauseen mukaan lukujen summa on 143-1001+1995 =214214.

: : : u,+u : ,
Huomautus. Aritmeettisen jonon summakaavaa S, =n-— > L saa tietenkin

kayttdd vain, jos jono on aritmeettinen. Koska summan 1+2+4+7+11=25
termit eivat muodosta aritmeettista jonoa, niin aritmeettisen jonon summa-

kaavan télle summalle antama tulos 5- 1+211 =30 onvaara.
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Esimerkki. Kuinka suuri on paperirullan ulkoséde, jos 7500 metria paperia
kierretaan rullalle sellaisen hylsyn ymparille, jonka sdde on 0.30 metria. Pape-
rin paksuus on 0.00020 m.

Ratkaisu 1. Merkitaan
| =paperin pituus=7500 m r =hylsyn sade=0.30 m
p =paperin paksuus =0.00020 m  n=paperikierrosten lukuméaara

Kierrospituudet
u, =2zr =1.885 m, u, =27(r + p), u, =2z(r +2p), ..., U, =27(r + (N -1)p)
muodostavat aritmeettisen jonon, jonka differenssi d = 2zp = 0.001257 m.
Muodostetaan yhtalo paperin pituudelle
|=p. 27 +27z(£+(n—1)p) .

Kierrosmaaran n saa tasta toisen asteen yhtalosta laskimen komennolla

solve(l =n-(zt +z(r +(n—-1)p)),n) | I =7500 and r =0.3 and p=0.0002
Kierrosten maaraksi saadaan 2267 tai -5266, joista jalkimmainen ei tietenkaan

kelpaa. Paperirullan ulkosade on siis
r +np =(0.30+2267-0.0002)m =0.75 m.

Ratkaisu 2. Olkoon edellisten merkintdjen lisdksi R = rullan ulkosade.
Koska paperin reunan pinta-ala on sama seka rullattuna etta suorana, niin
7R —xr? =lp .

2
Tasta saadaan R = i«/IerTm =+0.75 m, joista negatiivinen ei kelpaa.

Esimerkki. Maaritd 50 mm ja 1250 mm pitkien ruuvipuristimien valiin 3 uutta
valipituutta kayttaen aritmeettista porrastusta.

Pituuksista muodostuu nyt aritmeettinen jono
u, =50, u, =50+d,u; =50+ 2d,u, = 50+ 3 ,u, = 50+ 4 = 125(

3 vélikokoa

Viimeisesta yhtalosta saadaan d = 300, joten puristimien pituudet ovat 50,
350, 650, 950 ja 1250 mm.
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15.4 Geometrinen jono ja sarja

Maéritelma. Lukujonoa sanotaan geometriseksi, jos aina kahden perattaisen

u :
jasenen suhde u " = = vakio = ns. suhdeluku .
n-1

Esimerkki. Lukujono 2, 6, 18, 54 on paattyva geometrinen lukujono, jonka
suhdeluku g=3. Jono 1, -0.5, 0.25, —0.125, ... on paattymaton geometri-
nen jono, jonka suhdeluku g =-0.5 .

Lause. Tarkastellaan geometrista jonoa, jonka ensimmainen jasen on a ja
suhdeluku g. Taman jonon n. jasen on

n '1—q ,jJos g #1.

Paattymattomasta geometrisesta jonosta muodostuvan geometrisen sarjan
summa on

—_a
S°°_1—q , jos |a| <1

Todistetaan geometrisen jonon n ensimmaisen jasenen summaa S, koskeva
kaava vahentamalla kyseisesta summasta suhdeluvulla g kerrottu summa:
S, =a+ag+aq®+aq’+...+aq""

qS,= ag-+ag®+aq’+..+aq" " +aq"
1-9)S,=a -aq" | :(1-q),jos g=1
_..1=q"
S, =a 1-q

On ilmeista, etta paattymattoman geometrisen jonon summa S, saadaan
paattyvan geometrisen jonon summan S raja-arvona antamalla termien maa-
ran n lahestya aaretonta:

n

T tma 174 . 1-0_ a .
S, =lims, =lima T =a 1q-1q jos [q| <1
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Esimerkki. Edellisella sivulla olleen esimerkin paattyvan geometrisen jonon
2, 6,18, 54 summa saadaan joko helpolla yhteenlaskulla tai summakaavalla
1-¢" 1-3*
—=2-=—=80.
1-q 1-3
Saman esimerkin mukaisen paattymattdman geometrisen sarjan
1-0.5+0.25-0.125+—... summa on

S a 1 2

1-qg 1-(-05) 3°

Summakaavan edella antamaa tulosta voi testata laskemalla jonon alkup&éan
jasenid yhteen joko x-lausekkeen avulla tai n:n ensimmaisen jasenen sum-
makaavan avulla, jolloin saadaan esimerkiksi

S,=0.75,S, =0.65625 , S,, =0.6666660 ja S,, =0.6666666660

S,=a-

Esimerkki. Maarita 50 mm ja 1250 mm pitkien ruuvipuristimien véaliin 3 uutta
valipituutta kayttden geometrista porrastusta.

Pituuksista muodostuu nyt geometrinen jono
u,=50, u,=50-q, u, =50 -q°%, u, =50 -q°%, u,=50 -q*=1250 .

3 valikokoa

Viimeisesta yhtalosta saadaan q =+ 4 % =+2.236, joista miinusmerkkinen

ei tietenk&éan kelpaa. Puristimien pituudet ovat 50, 111.8~110, 250, 559.0~
560 ja 1250 mm. Valikoot kannattaisi kadytanndssa valita ehka vielakin muka-
vammin 100, 250 ja 600 (tai 500) mm .

Esimerkki. Vanhemmat tallettavat lapsensa 1-, 2-, ..., 15- vuotispaivina lap-
sen tilille joka kerta 100 euroa. Paljonko lapsi voi nostaa tililtéan 18-vuotis-
paivanaan, jos tilille on maksettu vuosittain korkoa 8 % korkoa korolle -
periaatetta noudattaen.

Eri vuosien talletusten tulevat arvot 18-vuotispaivana ovat
1. vuoden talletuksen tuleva arvo on 100-1.08%’
2. vuoden talletuksen tuleva arvo on 100-1.08°

15. vuoden talletuksen tuleva arvo on 100-1.08°
ja ne muodostavat paattyvan geometrisen jonon, jonka jasenten summa on
1-0" _100.1.08" 1-(1/1.08)"
1-q ' 1-(1/1.08)

tai helpommin takaperin laskien

_ ) s 1-1.08" _
S,; =100-1.08 1108 3420.38

=3420.38

S;=2a

17 _
Saman saat tietenkin nopeimmin laskimen summalausekkeesta 2100 -1.08" .
i=3
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Esimerkki. Kuinka suuret tasaeralyhennykset sinun on maksettava 1.1.2020,
1.1.2021, ..., 1.1.2029, kun maksat pois korkoineen asuntolainan, jonka nostit
viidessa 100000 euron erassa 1.1.2010, 1.1.2011, ..., 1.1.2014. Korkoa mak-
setaan korollekin 6 % vuodessa.

Olkoon kertalyhennys x.

Ratkaisussa kaytetddn kahden tilin ideaa: Lasketaan nostojen tuleva yhteis-
arvo viimeisena tilitapahtumapaivana 1.1.2029 ajatellen, ettd asuntolainaa ei
ole aiemmin lainkaan lyhennetty. Samoin lasketaan lyhennysten tuleva yhteis-
arvo prosessin loppuessa 1.1.2029 ajatellen, ettd lyhennykset talletetaan ensin
samalla 6 prosentin korolla erilliselle lyhennysten tilille. Tilien tulevien arvojen
tulee olla yhta suuret 1.1.2029, jotta voimme silloin kerralla kuitata koko lainan
maksetuksi.

Ensimmaisen noston tuleva arvo 1.1.2029 on 100000-1.06*
Toisen noston tuleva arvo 1.1.2029 on 100000-1.06*
Viimeisen noston tuleva arvo 1.1.2029 on 100000-1.06%

19 _
Kaikkien nostojen tuleva yhteisarvo 1.1.2029 on 2100000-1.06'

i=15
Ensimmaisen lyhennyksen tuleva arvo 1.1.2029 on  x-1.06°
Toisen lyhennyksen tuleva arvo 1.1.2029 on  x-1.06°

Viimeisen lyhennyksen tuleva arvo 1.1.2029 on x-1.06°

9 .
Kaikkien lyhennysten tuleva yhteisarvo 1.1.2029 on Zx -1.06'

i=0
Merkitaan tilien tulevat arvot yhta suuriksi, jolloin laskimen komennolla
19 _ 9 .
solve();100000-1.06' = > x-1.06' x)
i=0

i=15
saadaan kertalyhennyksen x arvoksi 102494.74 euroa.
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15.5 Useammankertaisista summista

Jonossa olevien lukujen summa voidaan usein esittda yhta ¥ -merkintad kayt-
taen, kuten edelld olemme jo nahneet.

Tasoalueessa olevien lukujen summa voidaan usein esittda ja laskea yhtena
kaksinkertaisena summalausekkeena, jos yleisen termin lauseke tunnetaan.

Esimerkki. Lasketaan seuraavan suorakulmaisen alueen sisalla olevien 15
luvun summa kahdella eri tavalla:

1. Lasketaan ensin vaakarivien summat, jotka on kirjoitettu kunkin vaakarivin
loppuun, ja lopuksi nama lasketaan yhteen.

2. Lasketaan ensin pystyrivien summat, jotka on kirjoitettu kunkin pystyrivin
alle, ja lopuksi ndma lasketaan yhteen.

5
2! 4 6 g 100 | Y (@)

=1

5
2? 42 6° 8? 10 | > (2

5
23 4® 6° 8® 10° Z(zi)S

3 3 3 3

izi a4l el >l Zloj

j=1 j=1 j=1 j=1

1. Vaakarivisummien summa yhdistetaan kaksinkertaiseksi summaksi

5

5 5 3 5 m laskimella
> @+ @i+ > (20 = Z[Z(Zi) j = 2050,
i=1 i=1 i=1 j=1\i=1

Kunkin vaakarivin summalausekkeessa on esitetty aidattuna juuri télle vaaka-
riville ominainen eksponentti, joka on sitten otettu ulomman summan sum-
mausindeksiksi, joka saa arvot yhdesta kolmeen. Kaksinkertainen summa voi-

daan sitten laskea yhdella laskinsyotteella.

2. Lasketaan pystyrivisummien summa kayttden vaihtelun vuoksi edella maari-

teltya steppisummafunktiota
3

Zj +Zsl j +i @j +i j +Zsl j =steppisumma(i (mj ), 1,2,10,2 )=2050.
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 o e

j=1 T kay kahdesta

kymmeneen
kahden vélein

Pystyrivisummissa on havainnollisuuden vuoksi aidattu kullekin pystyriville
ominainen kantaluku, joka on sitten otettu ulomman summan summausindek-
siksi, joka saa arvot kahdesta kymmeneen kahden véalein kuten steppisumman
alle on selitykseksi kirjoitettukin. Vaihtoehtoisesti kantaluvuista olisi voinut
kayttad merkintaa 2i ja antaa indeksille i arvot 1, 2, 3, 4 ja 5 yhden valein.
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On selvaa, ettd minka tahansa alueen lukujen summa on riippumaton yhteen-
laskujarjestyksesta, mutta tarvittava tydomaaréa ja laskujen vaikeus voi luonnol-
lisesti riippua laskujarjestyksesta.

123 456 789 987 654 321
-123 -456 -789 -987 -654 -321
135 246 357 468 579 680
-135 -246 -357 -468 -579 -680
summa on helppo paassalasku, mikali lasketaan ensin sarakesummat, jotka
lopuksi yhdistetdan. Vaakarivisummien laskeminen ei olekaan yhta helppoa,
vaikka vaakarivisummienkin yhdistdminen antaa varmasti saman lopputulok-
sen kuin edellinenkin tapa.

Esimerkki. Taulukossa olevien lukujen

Kolmiulotteisen avaruuden jossakin osassa olevien lukujen summa saadaan
usein laskettua kolminkertaista summaa kayttaen.

Esimerkki. Lasketaan origosta avaruusalueen
5<x<10,0<y<10,0<z<5
kokonaislukupisteisiin vedettyjen kaapeleiden pituuksien summa, jos jokaiseen
pisteeseen (X, y, z) vedetaan oma kaapelinsa pitkin koordinaattimurtoviivaa

(0,0,0)-(x,0,0)-(x,y,0)-(x,v,2) .

Koska origosta pisteeseen (X, Yy, z) kulkevan koordinaattimurtoviivan pituus on
X +Y +z, niin kaapeleiden kokonaispituus on

i(i(i(x +y + Z)D =5940

z=0\ y=0 \ x=5

Esimerkki. Jos avaruusalueen 3<x, <9, 2<y, <6, 1<z <3 jokaisesta

kokonaislukupisteesta vedetaan kaapeli suoraan toisen, vinosti ylempéna ole-
van avaruusalueen 2<x, <6, 3<y, <7, 4<z,<9 jokaiseen kokonaisluku-

pisteeseen, niin kaapeleiden yhteispituus saadaan kuusinkertaisena summana

3 53[5 BB Ty || -smes

X=3| y1=2\ =1\ X,=2\ y,=3\ z,=4
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Harjoitustehtavia

15.1

15.2

15.3

15.4

15.5

15.6

15.7

Esita saanndt seuraavien lukujonojen yleisen jasenen u, laskemiseksi

vl) 11,16, 21, 26, ... v2) 3,-5,7,—9,11,— 13, ...
a) —2,4,-6,8-10,12, ... b) 1,4,9, 16,25, 36, 49, ...
c) 40,20, 10,5,25,1.25, ... d) 4,-7,10,-13,16,-109,...

Etsi sopivien yhtaldiden avulla palautuskaava jonon

v) 0,1,1,3,5,11,21,43,85,171,... a) 2,1,7,10, 31,61,154,...
yleisen jasenen laskemiseksi kahden edellisen jasenen avulla muodossa
u, =au__,+bu missa n =3, 4,5,... seka a ja b ovat vakioita.

n n-1"

Kirjoita annetut summat » -merkintdd kayttaen olettaen, etta laskin tun-

tee vain stepin 1. Laske summat lopuksi laskimella.
vl 51+61+71+81+...+171
v2) 150-160+170-180+190—+...+1710

a) —-1+4-9+16-25+36—+...—1237
b) 73+83+93+103+...+2343
c) 2-4+8-16+32-+...-1024

Laske seuraavat summat kayttaen

(i) laskimesi sellaista X -toimintoa, joka tuntee vain stepin 1

(if) laskimessasi mahdollisesti valmiina ollutta tai laskimeen itse méaarit-
telemaasi "steppisumma’-funktiota

v) 12347 +1334% +1434% +1534°% +...+ 3434°

a) 112° +122° +133° +144° +...+111171° +11122°

Sopivan sdanndn mukaan saatavien lukujen tulo (product) voidaan esit-
taa kayttden Y -merkintdd vastaavaa IT1-merkintd&. Niinpa esimerkiksi

5
[[k=2-3-4-5=120.
k=2
Esité tulot v) 7-10-13-16-...-31
a) 62-63-64-...-71 b) 213.223.233- ... - 423
I1-merkintaa kayttaen ja laske ne sitten laskimen sopivaa lausekemallia
kayttden aivan kuten } -lausekekin lasketaan. Muista, etta nykyisissa

laskimissa "steppi” on viela usein 1.

Laske valilla  v) 10000 ... 20000 a) 3000 ... 15000
olevien luvulla 123 jaollisten lukujen summa kahdella tapaa:
(i) laskimen X-toimintoa kayttaen

(i) lyhyesta syotteesta kayttaen laskinta vain nelilaskimena.

Lukua sanotaan kuutioluvuksi, jos se on kokonaisluvun kuutio.
Laske valilla v) 2-10°... 5-10° a) 5-10°...7-10°
olevien kuutiolukujen summa.
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15.8 Paljonko tililla on rahaa v) 1.1.2052 a) 1.1.2060,
jos vuosittain 1.1.2017, 1.1.2018, ..., 1.1.2051 tilille talletetaan 500€?
Korkoa maksetaan vuosittain 4 % (korkoa korolle periaatteella).

15.9 Kuinka suuret yht& suuret summat on talletettava vuosittain 1.1.2017,

1.1.2018, ..., 1.1.2034, jos vuosittain
v) 1.1.2040, 1.1.2041, ..., 1.1.2060
a) 1.1.2035, 1.1.2036, ..., 1.1.2055
halutaan aina nostaa 5000 €. Korkokanta on 7 %.

15.10 Kuinka suuret yhtd suuret summat on talletettava kahden vuoden va-
lein 1.1.2020, 1.1.2022, ..., 1.1.2040, jos viiden vuoden vélein
v) 1.1.2045, 1.1.2050, ..., 1.1.2080
a) 1.1.2050, 1.1.2055, ... . 1.1.2075
halutaan aina nostaa 5000 €. Korkokanta on 9 %. Suorita laskut myds
steppia 1 kayttaen, vaikka laskimesi tuntisi muutkin stepit.

15.11 Laske mahdollisimman lyhyella syoétteella ilman =-toimintoa summat
a) 123+133+143+153+...+5423 +5433

b) 4+4,:4 .4, ) 1.23°+1.23°+1.23" +...+1.23"
5 52 5

Tarkista tuloksesi laskimen X -toiminnolla.

15.12 Maaritd oheisissa kolmion muotoisissa tasoalueissa olevien tulojen
summat kaksinkertaisia summalausekkeita kayttaen.
v) 30-10
30-11 35-11
30-12 35-12 40-12
30-13 35-13 40-13 45-13

30-20 35-20 40-20 45.20 --- 80-20

a) 60-29
1213 .- 60-13

912 1212 - 6012

611 911 1211 - 60-11

310 610 910 1210 --- 60-10

15.13 Tasoalueen 0 < x <5,5 <y <10 jokaisesta kokonaislukupisteesta
vedetddn oma kaapeli suoraan tasoalueen
v) 10<x<15,15<y <20 a) 15<x<20,10<y <20
Jokaiseen kokonaislukupisteeseen. Montako kaapelia tarvitaan? Maari-
ta niiden yhteispituus.
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16. DETERMINANTEISTA

Determinantti on pystyviivojen sis&én kirjoitettu nelioGnmuotoinen lukukaavio,
joka voidaan sieventaa yhdeksi luvuksi.

Maaritelma. Kaksirivisen determinantin arvo on =ad -cb

ab

cd
Muistisdant®. Kaksirivisen determinantin arvo lasketaan sdannolla "laskeva
tulo miinus nouseva tulo”.

-3

. N
Esimerkki. ‘4 5

‘:2-5-4-(-3):22

Maaritelma. Kolmirivisen determinantin arvo on
abc abclab
def|=|def|de=aei+bfg+cdh—-gec—-hfa-idb
g hi ghil|gh

Muistisaantd. Kolmirivisen determinantin arvon saat ajattelemalla kaksi en-
simmaista pystyrivia uudelleen ja kayttamalla saantdéa “kolme laskevaa tuloa
miinus kolme nousevaa tuloa”.

1 2 0
_ _ =1-3-1+2-(-2)-2+0-(-1)-4
Esimerkki. —21 i —12 ~2.3.0-4-(-2)-1-1.(-)-2=5

Huomautus. Kolmirivisen determinantin laskemisessa kayttamaamme me-
netelmda sanotaan Sarrus’n saannoksi.

Kolmirivinen determinantti voidaan laskea monilla muillakin tavoilla, joita me
emme kuitenkaan tarkastele. Isot (ja usein pienetkin) determinantit kannattaa
tietenkin laskea laskimella tai tietokoneella kohdistamalla det-funktio haka-
sulkeitten sisélla olevaan neliémaiseen lukujoukkoon eli matriisiin.

Huomautus. Sarrus’n sdantda ei voi yleistda koskemaan suurempien
determinanttien laskemista, vaan kasin laskettaessa isot determinantit tulee
laskea eri menetelmilld, joita el tdssa monisteessa kuitenkaan kasitella.
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Huomautus. Determinanttien avulla monet matematiikan tulokset voi-
daan esittaa kauniissa, helposti muistettavassa ja helposti yleistettdvassa
muodossa.

Determinanttien kayttd kasin laskettaessa ei kuitenkaan yleensa vahenna
tarvittavan mekaanisen tyon maaréa, mutta laskemalla determinantit
apuvalineilla me voimmekin kokonaan valttya mekaaniselta rutiinityolta!

Sovellus. Tasopisteiden (x,y,) ja (x,,y,) kautta kulkevan suoran yhtal6 on
aiemmin esitetyn perusteella

Y.~y
y_ylzﬁ'(x_xl)
tai determinanttien avulla kauniimmin esitettyna
x y 1
X, y, 1|=0
X2 y2 1

Matematiikkaa taysin tuntematon "’kadun mies” varmastikin pystyisi
muistamaan kaavan helpommin determinanttimuodossa kuin meidan jo
aiemmin tuntemassamme muodossa.

Esimerkki. Laskemme pisteiden (1,2) ja (3,4) kautta kulkevan suoran yhta-
|6n molemmilla tavoilla:

y—2=%-(x—1) & y-2=1(x-1) © y=x+1
Laskimella tai Sarrus’n
saannolla kuudesta
XYy 1 kolmen tekijan
tulosta yhteenlaskien
1 2 1(=0 = -2X+2y -2=0 & y=x+1
3 41

Huomaa, ettéd ainakin tassa esimerkissa determinantin kaytto lisaa me-
kaanisen tyon méaaraa verrattuna siihen, ettd laskut lasketaan k&sin ilman
determinantteja.

Edellinen sovellutus voidaan yleistdd seuraavasti:

Sovellus. Kolmiulotteisessa avaruudessa kolmen pisteen (x,,y,,z,),
(X,,Y,,Z,) Ja (X, Y4,2;) Kautta kulkevan tason yhtalo on

X v z 1

X Vi
Yo
3 Y3

N

1

=0.

N
N

1
1
1

N N

X
X 3

177 JJ Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 177

Ojalain laskuopit




Esimerkki. Pisteiden A(3,2,0), B(1,2,1) ja C(2,0,2) maarittdAméan tason yhtal6é on

lasketaan
xy z1 vasen puoli
3201 0 laskimella ) 3 4 12-0
1 2 117 = X+oy+4z — =V.

Tama taso leikkaa
- x-akselia, kun y =z =0 eli kohdassa x =6
- y-akselia, kun x=z=0 eli kohdassa y =4
- z-akselia, kun x =y =0 eli kohdassa z = 3.

Huomautus. Edellisten sovellusten tulos on helppo yleistaa n-ulotteisiin ava-
ruuksiin (n=4,5,6,...,123,...), vaikkei meilla ole niista edes mielikuvaa!

Aikaisemman sovelluksen yleistys. Neliulotteisessa avaruudessa neljan
pisteen (x,y,,Z,W,), ---» (X,,¥,4,2Z,,W,) Kautta kulkevan hypertason yhtalo on

X'y z w1
X\ Y1 Z 1
X2 y2
X3 y3
X4 Y4

1

,» W, =0.

NwNN
Ewééé
N

IN

Huomautus. Kiinnitd huomiota siihen, kuinka kaunis ja helposti yleistet-
tavd on moniulotteisen avaruuden pisteiden kautta kulkevan hypertason
yhtélo determinanttien avulla esitettynd. Determinanttien laskeminen on
tosin tydlasta, mutta sitd vartenhan meilla on tehokkaat apuvalineet!

Sovellus monikulmion pinta-alan laskemiseksi. Jos tasomonikulmion karki-
pisteet koko ajan samaan suuntaan kiertaen ovat (x,,y,), (X,,¥,), --- ,» (X,,¥,,),
niin monikulmion ala on puolet perékkaisten pisteiden koordinaateista muo-
dostettujen kaksirivisten determinanttien summan itseisarvosta:

Xl yl X2 y2 Xn—l yn—l Xn yn
Xy Yol [%X3 Y3 X, Yq X Y

Huomaa, etta lopuksi on palattava takaisin lahtopisteen koordinaatteihin!

+...+ +

1
A 2

Esimerkki. Tasokolmion (1,2)(3,1)(4,0) ala on

- 1|1 2|, (3 1{,{4 O||_1 1_ _ T m_1

A=3-113 1|*a ol*|1 2H—Z|(1 6)+(0—4)+(8 0)|—2
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Huomautus. Determinantit liittyvat ennen kaikkea lineaaristen yhtalo-
ryhmien teoriaan esimerkiksi seuraavassa esitettavien lauseiden mukai-
sella tavalla:

Lause (Cramerin sdéntd). Mikali lineaarisen nxn-yhtaldryhman
a, X ta, X, +...+aq, - X, :bl
Ay Xy F 8y - Xy T F 8y - X, = b,
a, X +a, X, +..+a, X, =b,
tuntemattomien kertoimista muodostuva ns. kerroindeterminantti

&, A, . A,
D=l & - &,

Ay Ay - Gy,
eroaa nollasta, niin ryhmalla on yksikasitteinen ratkaisu
x =2 x, =2 =2y 2D
tp’? p’' bt D

missa determinantti D. saadaan kerroindeterminantista D korvaamalla tun-
temattoman x. kertoimista muodostuva pystyrivi oikean puolen vakioilla.

2X+3y -4z =-4
Esimerkki. Ratkaise y determinanttien avulla ryhmasta {5x +2y -3z =0.
X —-y+ z2=2

Koska nimittdjaan tuleva kerroindeterminantti eroaa nollasta, niin

2 4 -4
5 0 -3

- 1 2 1 _0+12-40-0+12+20 _4 _,
> 3 2 4-9+20+8-6-15 2 '
5 2 -3
1 -1 1

Tuntematonta y laskettaessa on siis osoittajaan kirjoitettava muutoin sama
kerroindeterminantti kuin nimittajaankin, mutta y:n kertoimet on korvattava oi-
kean puolen (lihavoiduilla) vakioilla.

Lause. Mikali lineaarisen nxn-yhtaloryhman kerroindeterminantti on nolla,
niin ryhmalla on joko 0 tai aarettbman monta ratkaisua.
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kx +3y =6

Esimerkki. Ratkaise lineaarinen yhtalépari 3x+ky =k —3 kaikilla kertoi-

men k arvoilla.
1. Mikali kerroindeterminantti eroaa nollasta, niin ryhmalla on laskimenkin
3 _k-6

antama yksikasitteinen ratkaisu x = 3V 3

2. Lisaksi on tutkittava ne tapaukset, joissa kerroindeterminantti on nolla:

k 3| 2 9. B
3 k‘_0<:>k 9=0< k=13.

3X+3y =6
3x+3y =0

-3X+3y =6
3Xx—-3y =-6

2a) Arvolla k =3 saadaan ristiriitainen ryhma { , Joka ei ratkea.

2b) Arvoa k =-3 vastaavalla yhtaloparilla { on aarettdman

X mielivaltainen

monta ratkaisua, jotka voidaan antaa muodossa {y w4

Vastaavan tuloksen saat TI-Nspire CX CAS -laskimella kirjoittamalla yh-
taloparin tavallisen ratkaisukomennon peréan with-operaattorin ja kerroin-
ta k koskevan ehdon seuraavasti:

k-x+3y=6 B o B
SOIVe({3x+k-y:k—3’X’y)J‘k_ 3 | d| x=cl-2andy=c1

3. Yhtaloparin taydellinen ratkaisu voidaan nyt kirjoittaa muodossa:

x =3/ (k —3)
y=(k-6)/(k-3)

Vastaus: Jos k =3, niin rynmalla ei ole ratkaisua

Jos k # 3, niin {

X mielivaltainen
y=X+2

Jos k = =3, niin {

Huomautus. Jos lineaarisen yhtaléryhman kertoimissa esiintyy para-
metri, niin nykyiset laskimet ratkaissevat ryhman oma-aloitteisesti vain
niilld parametrin arvoilla, joilla kerroindeterminantti eroaa nollasta.

Ne tapaukset, joissa kerroindeterminantti on nolla, on tarvittaessa tutkit-

tava erikseen. Laskin ratkaisee kylla namakin tapaukset, kunhan vain pa-
rametrille annetaan (vaikka with-operaattoria) kayttaen kyseiset poikkeuk-
selliset arvot.

180 JJ Timo Ojala, Leena Ojala ja Timo Ranta: Algebra 180

Ojalain laskuopit




Harjoitustehtavia

16.1 Laske laskimella ja mahdollisuuksien mukaan myds kasin determinantit

1234
V)‘z—s‘ ;g_zl 35709
15’102’2468
1111

2130

a)‘32‘ g;g 3120
4—5’112’0132
1203

16.2 Laske determinanttien avulla v) nelikulmion (1,2) (4,-1) (5,4) (-2,5) ala
a) viisikulmion (1,1) (4,0) (3,5) (2,1) (1,3) ala.

16.3 Maarita pisteiden  v) (3, 2)ja (-1, 5) a) (4,3)ja(2,-1)
kautta kulkevan suoran yhtalo seka determinantteja kayttaen ettd aiem-
min esitetylla tavalla.

16.4 Maarita pisteiden
v) (1,2,3), (2,2,2) ja (3,4,-1) a) (2,1,3), (3,2,4) ja (5,2,1)
kautta kulkevan tason yhtalo. Missa pisteissa taso leikkaa koordinaatti-
akselit? Onko piste (2,3,4) kyseisessa tasossa vai sen yla- tai alapuolella?

16.5 Ratkaise y Cramerin saannoélla ryhmasta

X+y+z2=6
X+2y+3z=12
2X+Yy=5 X+y+v=7
b) <2x+y-z=4 C)
3x-2y =4 X+2+v=_8
3X+2y-4z=2
y+z+v=9

Huomaa, ettéa c-kohdassa sinun tulee ajatella kustakin yhtalésta puuttu-
va tuntematon nollalla kerrotuksi omalle paikalleen.

16.6 Ratkaise ryhma

2x +ky =1 a 3x—4ky =2
kx +8y =k -2 kx =12y =k -1

kx+y+z=1

b) < Xx+ky+z=5

2x+2y+z=k
laskinta hyodyntaen. Kiinnita erityista huomiota niihin kertoimen k arvoi-

hin, joilla ryhnmalla on muu kuin laskimen oma-aloitteisesti antama yksi-
kasitteinen ratkaisu.
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17. MATRIISEISTA

17.1 Maaritelmia ja laskutoimituksia

Matriisi on hakasulkeisiin kirjoitettu suorakulmionmuotoinen lukutaulukko, jota
determinantista poiketen ei voi sieventdd yhdeksi luvuksi, koska taulukon jo-
kaisella luvulla on oma yksil6llinen merkityksensa.

Esimerkki. Varaosamyymalan hyllykon ylahyllyn lokeroissa on kolmenkokoi-
sia teraksisia varaosia: isoja, keskikokoisia ja pienié. Alahyllyn lokeroissa on
vastaavasti kolmenkokoisia alumiinisia osia. Eri osien maarat voidaan esittaa

matriisina A=A, , =ﬁ % g] :

Matriisin tunnuksena kaytetaan tavallisesti isoa kirjainta, johon voidaan liittaa
alaindeksit ilmoittamaan matriisin "tyypin"” eli vaaka- ja pystyrivien lukuméaarat
(tassa jarjestyksessal).

Matriisissa olevaa lukua (alkiota) merkitaan matriisin tunnusta vastaavalla
pikkukirjaimella, johon liitetaan kaksi alaindeksia kertomaan alkion paikan eli
alkioon liittyvien vaaka- ja pystyrivien jarjestysnumerot tassa jarjestyksessa.

Esimerkki. Edellisesséa esimerkissa a,, =5, miké tarkoittaa, etta ylahyllyn
kolmannessa lokerossa on 5 terdksista pienta varaosaa.

Vaikka matriisia ei voi sieventaa luvuksi, niin niilla voidaan suorittaa lasku-
toimituksia, joiden tuloksina saadaan joko uusia matriiseja tai lukuja.
Seuraavassa maarittelemme téllaisia laskutoimituksia lahtien liikkeelle matrii-
sien yhtasuuruuden kasitteesta.

Maéaritelma. Kahta matriisia A ja B sanotaan yhta suuriksi (merkitddn A=B),
jos matriisit ovat samaa tyyppia ja kaikki vastinalkiot ovat pareittain yhté suuret.

Esimerkki. Koska A, ja B, , ovat eri tyyppid, niin ne eivét voi olla yhté suu-

x2

ret. Vaikka matriisit C = B Lﬂ ja D= E ﬂ ovat samaa tyyppia ja niissé on

samat alkiot, niin ne ovat erisuuret, koska esimerkiksi vastinalkiot c, =2 ja
d,, =3 ovat erisuuret.
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Maéaritelma. Samaa tyyppia olevien matriisien yhteen- ja vahennyslasku
suoritetaan vastinalkioittain.

Esimerkki 2 15+130_2+1 1+3 5+0| |3 4 5
11 3 0] |10 2| |1+1 3+0 0+2| |2 3 2|

Taman yhteenlaskun tuloksen voimme tulkita esimerkiksi hyllykén uudeksi si-
salloksi taydennyksen jalkeen. Vastaavasti vAhennyslaskun tulos voitaisiin tul-
kita hyllykdon uudeksi sisalloksi sen jalkeen, kun varaosia on myyty.

Maaritelma. Matriisi kerrotaan luvulla siten, etta matriisin alkiot kerrotaan
talla luvulla.

Esimerkki. 3-[2 1 5}

6 3 15
1 30 3 9 0]°

Maaritelma. Matriisilla A voidaan kertoa matriisi B, jos sisemmat indek-
sit (nyt g ja ) ovat samat. Tuloksena saadaan ulompien indeksien ilmoittamaa
tyyppid pxr oleva matriisi, jonka i:nnen vaakarivin ja j:nnen pystyrivin leikkaus-

kohdassa oleva alkio saadaan ensimmaisen matriisin i:nnen vaakarivin ja jal-
kimmaisen matriisin j:nnen pystyrivin "pistetulona”.

Esimerkki. A _,-B,, ontyyppia 1x2, muttaB,_, - A_, ei ole maaritelty.

2 15 é i _12-1+1.3+5-5 2-2+1-4+5-6| |30 38
1304, 5 6 ~11.1+3-3+0-5 1.2+3-4+0-6 M— 10 14|
3x2

Nimityksia. Nollamatriisi on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia.
Nelionmuotoista matriisia A = sanotaan neliomatriisiksi.

Neliomatriisin vasemmasta ylakulmasta oikeaan alakulmaan kulkevaa lavista-
jad sanotaan matriisin p&alavistajaksi.

Nelidmatriisia, jossa kaikki paalavistajan ulkopuolella olevat alkiot ovat nollia,
sanotaan lavistajamatriisiksi.

Lavistgjamatriisi, jonka kaikki paalavistajan alkiot ovat ykkosid, on ykkos-
matriisi (eli yksikko- eli identiteettimatriisi).

Matriisin A transponoitu matriisi A" saadaan muuttamalla matriisin A vaaka-
rivit pystyriveiksi jarjestys sailyttaen.

Tyyppeja A, ja B, olevia matriiseja sanotaan "ulkomuodon” mukaan
vaaka- ja pystyvektoreiksi.
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Esimerkki. Omz[o 00

} on tyyppia 2 x 3 oleva nollamatriisi.

1111 2222
A=

} on eras neliomatriisi.

1111 2222
2 1

1111 2]

Sen determinantti on det(A) = ‘ ‘ =1111-4444 = -3333

- T _
Transponoimalla saadaan A’ = {2222 1

100
B=|0 3 0] on eras lavistdjamatriisi.
000

10 ) o
L,=1,,= o 1| ©On tyypia 2x 2 oleva ykkdsmatriisi.

C=[1 2 3] ontyyppia 1x3 oleva vaakavektori.

Lause. Jos mielivaltainen matriisi A kerrotaan sopivankokoisella ykkos-
matriisilla kummalta puolelta tahansa, niin tulokseksi saadaan A.

. . [10][1 23] 123 12311100 11 23
. : - 10 1 0]|=
Esimerkki {o 1} {4 5 7} {4 5 6} ’ [4 5 6} [8 0 ﬂ {4 5 6}

Huomautus. Matriisien kertolasku ei noudata vaihdantalakia, joten AB on
yleensa eri kuin BA. Matriisitulossa ei siis saa vaihtaa tekijoiden jarjestysta.

Esimerkki. A, ,-B,, on maéaritelty ja on tyyppié 2x4, mutta toisessa jarjes-
tyksesséa oleva tulo B, A, ei ole edes méaritelty.

Vaikka molemmat tulot AB ja BA olisivatkin m&aritellyt, niin ne voivat olla eri
tyyppia ja vaikka ne olisivatkin samankokoisten neliématriisien tuloina samaa
tyyppid, niin yleensa ne silti eroavat joidenkin vastinalkioidensa osalta.

Lause. Matriisitulo noudattaa liitantélakia ts. matriisitulon saa ryhmitell& suluil-
la miten tahansa: A(BC) =(AB)C = ABC, jos yksikin tuloista on maaritelty.

Maaritelma. Neliomatriisin A potenssi maaritellaan luonnollisella tavalla tulo-
na A" =A-A-...- A, missa on n tekijaa, kun neN.
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Harjoitustehtavia

17.1.1

17.1.2

17.1.3

17.1.4

17.1.5

185 J

Laske seuraavista matriiseista seka kasin etta laskimella kaikki
ne kahden eri matriisin summat ja tulot, jotka voidaan laskea.

1 2 1 1 2 3
A= , B = ,C=B",D=A",E= ,F=E"
3 4 2 1 2 3

O|kootA:m,B:[3 4],0:{2 ;},D:{_ll g]Ezﬁ 2 ﬂ

l,., = 2x 2 —yksikkématriisi ja O, , = 2x 2 —nollamatriisi.
Laske kasin ne seuraavista lausekkeista, jotka ovat maariteltyja.
Tarkista tulokset laskimella.

A+B", C-D ., C+E |, 3C+% _A-B ., B-A .

l,,-E, E-Il o,,-E, C* ,B*, E"-E

2x2 " 2x2 1 2x2

Muodosta matriiseista

'A‘Jxl’ BZ><1’ C1><2 ' D2><2 ’ E2><3 ’ I:2><4 ’ C;3><3 ’ H4><2
mahdollisimman monen matriisin tulo. Mika on sen tyyppi?
Kukin matriisi saadaan kayttaa korkeintaan kerran.

a b e f I
X = , Y = , Z= )
Olkoon L d} {g h} {k I}

Osoita vaikkapa laskinta hyddyntéen, etta (XY)Z=X(YZ).

Tulomatriisien vertaaminen on aika tyolasta, joten laskepa laski-
mellasi tulomatriisien erotus, jonka tulee olla nollamatriisi.

Keksi sellaiset matriisit A ja B, etta

a) matriisituloista AB ja BA vain toinen on maaritelty,

b) molemmat tulot AB ja BA on mé&aritelty, mutta tulot ovat eri-
tyyppiset,

c) molemmat tulot AB ja BA ovat samaa tyyppid, mutta alkioil-
taan erilaiset,

d) AB =BA =sopivan kokoinen ykkdsmatriisi,
e) AB =BA =Yykkdsmatriisi.
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17.2 Kaanteismatriisi

Maaritelmi&. Kahta neliématriisia A ja B sanotaan toistensa kaanteismat-
riiseiksi, jos niiden tulo kummassakin jarjestyksessa on ykkdsmatriisi ts. jos
AB=BA=1.

Talloin merkitaan B=A" ja A=B™.

Matriisia sanotaan saannolliseksi eli kdantyvéksi, jos silla on kaanteismatriisi.

Lause. Neliomatriisilla A on kaanteismatriisi < det(A)#0 .

Kaanteismatriisin laskeminen kasin on yleensa varsin tyélas tehtava, joka
kannattaakin suorittaa laskimella tai tietokoneella tavallista potenssimerkintaa
kayttaen.

2 x 2 -matriisin kdantamiseksi on muistisdanto, joka kannattaa muistaa ulkoa:

d -b
abl]" |- a
Muistisaanto. Jos # 0, niin { } ===
c d ab
C d‘
"Kaantyvan 2x2 —matriisin kdanteismatriisi saadaan jakamalla matriisin deter-

minantilla se alkuperéaisesta matriisista saatava matriisi, jossa paalavistajan
alkiot ovat vaihtaneet paikkaa ja muut alkiot ovat muuttaneet merkkiaan.”

a
cd

3 4 ‘1 2‘_ 4-6 1.5 -0.5

S 2}1{4\: 412H43 ﬂ{z 3

Tarkistus: L2y =2 1,
13 4| |15 -05| *?*°

Laske kaanteismatriisi laskimellasi tavallista potenssimerkintad kayttaen.

Huomautus. Matriisien jakolaskua ei ole maaritelty. Sita vastaa kuitenkin
k&anteismatriisilla kertominen. Koska tama kertolasku voidaan suorittaa kum-
malta puolelta tahansa ja lopputulokset ovat yleensa erisuuret, niin jakolasku-
jakin olisi kahdenlaisia: jako vasemmalta ja jako oikealta!
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17.3 Matriisiyhtalon ratkaiseminen

Matriisiyhtalossa tuntemattomana on matriisi, joka ratkaistaan kayttden saman-

laisia operaatioita kuin tavallisenkin yhtalon ratkaisussa:

- Matriisisumman (tai erotuksen) terminé oleva matriisi voidaan siirtaa yhta-
I6n puolelta toiselle, kunhan matriisin etumerkki samalla muutetaan.

- Matriisiyhtdlon molemmat puolet saa kertoa tai jakaa samalla nollasta
eroavalla luvulla.

- Matriisiyhtalon molemmat puolet saa kertoa samalla saannoéllisella (eli
kaantyvalld) matriisilla, kunhan molemmat puolet kerrotaan samalta
puolelta: joko molemmat vasemmalta tai molemmat oikealta.

Vaikka et ehka voi ratkaista laskimellasi matriisiyhtadl6a millaan solve-
komennolla alkuperdisessa muodossaan, niin matriisiyhtalon ratkaisussa
tarvittavat kaanteismatriisien maarittamiset ja matriisien laskutoimitukset

voit suorittaa laskimellasi.

Esimerkki. Ratkaistaan matriisi X yhtalosta

1 2] [3 4 . [1 2] . . S
2X +[3 4}__5 0} ‘ Siirra {3 4} oikealle ja suorita vahennysisku
_[2 2 :
2X__2 4} ‘ 2
11
x=|1 3]

Esimerkki. Olkoot Az[é ﬂ jaB :B ﬂ Ratkaistaan matriisiyhtalot

a) AX=B ja b) BAYB'=A.

Ratkaisu. Koska det(A)=-2 ja det(B)=-2 eroavat nollasta, niin A ja B ovat
saanndllisia ja niilla on kaanteismatriisit olemassa.

a) Kerrotaan yhtalon AX =B molemmat puolet A™:lla vasemmalta:

A*-|  AX=B
A'TAX =A"B
=1
=X
Laskimella
_ Al o 1 O
x=at8 2 s |
187 JJ Timo Ojala, Leeng O.jalaja Tlm.o Ranta: Algebra 187
Ojalain laskuopit




b) Ensin eliminoidaan tuntemattoman Y reunimmaiset kerroinmatriisit B ja B *
kertomalla yhtalé vasemmalta B ™:lla ja oikealta B:lla :

B | BAYB™ = A | B
B'BAY BB =B'AB

Lopuksi eliminoidaan kerroinmatriisi A saadusta sievennetysta yhtalosta:
AT AY =B'AB
A7AY = A'B'AB

=1
Laskimella 1 1
Y=A'B'AB =
-0.5 05

Laskiessasi matriiseja X ja Y laskimen avulla voit ehkéa kayttad with-
operaattoria tai maaritella matriisit A ja B etukateen.

Huomaa, etta tulomuotoista matriisiyhtaloa ratkaistaessa yhtalén molem-
mat puolet kerrottiin sopivalla kdadntyvalla matriisilla kullakin kertaa aina
samalta puolelta: joko molemmat puolet oikealta tai molemmat vasemmalta.
Koska matriisitulo ei ole vaihdannainen, niin yhtalon eri puolia ei saa kertoa eri
puolilta, silla silloin lopputulokset yleensa olisivat erisuuret eika yhtalo enaa
kertomisen jalkeen olisikaan voimassa.

Matriisiksi, jolla kertominen suoritetaan, valitaan tuntemattoman matriisin ker-
roinmatriisin k&anteismatriisi, silla talléin matriisitulon paahan saadaan muo-
dostettua ykkésmatriisi, jonka voi jattaa tulosta pois.

Harjoitustehtava

12 12 01 3 2. 3
17.3.1 Olkoon A:[S O] B:[O 1] cz[z 3] D:[l O} JaE:M.

Maarittele ensin annetut matriisit laskimeen. Ratkaise sitten seuraavis-
ta matriisiyhtéaldista tuntematon matriisi X laskinta hyddyntéen ja oleel-
liset valivaiheet nakyviin kirjoittaen. Tarkista tuloksesi laskemalla lopuk-
si kunkin yhtalon vasen puoli (tai vasemman ja oikean puolen erotus,
jolloin lopputuloksen oikeellisuuden nakee helpommin).

a) AX =B b) ABX =C c) ABXC=D
d) B'XAT=C e) 2A+X=3B f) XA =E’
9) 3X=A h) A2X =B ) 2X +3A=4B

i) ABX=C" k) (A+B)X=3C 1) 2B*X =E
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17.4 Lineaarisen ryhméan matriisiratkaisu

Esimerkki. Lineaariset ryhmat voidaan muuntaa matriisiyhtaldiksi seuraavasti:

ax+by =c ax+by| |c a b][x]_J[c
{dx+ey:f < [dx+ey}_[f} < [d e} [y _[f}

. X
ax+by+cz=d ax+by+cz|_|d abc| _|d
{ex+fy+gz:h < [ex+fy+gz}_[h} < e f g} 32/ _{ }

ax+by =c ax+by] [c fa b « c
dx +ey =f & |dx+ey |=|f < |d e [ }z f
gx +hy =i gx+hy | |i g h| Y1 i

Johtopéaatds: Jokainen lineaarinen yhtaléryhma voidaan esittaa matriisiyhta-
|6n& muodossa

Kerroinmatriisi x tuntemattomista muodostuva pystyvektori
= oikean puolen vakioista muodostuva pystyvektori

Huomautus. Jos lineaarisen nxn- yhtaldryhman kerroinmatriisi on kaanty-
va, niin ryhman voi ratkaista kertomalla vastaavan matriisiyhtalon vasemmalta
kerroinmatriisin kaanteismatriisilla.

2x+3y =8
4x +5y =14
muotoon ja kertomalla sitten kerroinmatriisin kdanteismatriisilla:

&3]

Merkitadn A

Esimerkki. Ratkaistaan yhtalopari { siirtymall&a ensin matriisi-

EracvalnFl

- e e

—
=10-12=-2

x=1y=2

189
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Harjoitustehtavia

17.4.1 Kirjoita seuraavat lineaariset yhtaléryhmat matriisimuotoon seké rat-
kaise matriisiyhtalona kohta a k&sin sek& kohdat b ja c laskimella.

5 _4 2X+Yy+2=5 X+y+z=3 2X+y =5
a) {Xxgy:7 b) «x+3y-z=6 ¢C)<{2x + 3z=5d) <x+3y=6
oy = X+y+z=4 X—2y+z=0 X+y=4

17.5 Matriisit toistuvissa muutoksissa

Matriisin potenssi soveltuu hyvin toistuvien muutosten tarkasteluun.

Esimerkki. Ohje: Lue seuraavan taulukon rivien ja sarakkeiden selitykset
myo6tapaivaan alkaen vasemmasta reunasta.

... on vuoden kuluttua ... | = or;:tul}icgl- g\é'ltj‘]?‘ig" ke;rSOuS}'i[gb-
Omakotiasujista ... 70% 20% 10%
Rivitaloasujista ... 30% 60% 10%
Kerrostaloasuijista ... 20% 30% 50%

Niinpa esimerkiksi "Omakotiasujista on vuoden kuluttua rivitaloasujia 20%".
Oletetaan, etta taulukon tutkimustulokset on talletettu laskimeen matriisiksi

7 .2 .1
M = [.3 .6 .1} juuri tdssa muodossa. Oletetaan, ettéa kutakin asukastyyppia
2 .35

on aluksi 1 000 000.
a) Laske asukkaiden teoreettiset lukumaarat yhden ja viiden vuoden kuluttua.
b) Tutki kokeillen, mihin lukumaariin asukasluvut tuntuvat ajanoloon asettuvan.

c) Maaritd vakiintuneet teoreettiset asukasluvut myds kokeilematta suoraan
yhden yhtéaléryhman avulla.

Asukasmaarien vuosittaisia muutoksia
voi havainnollistaa viereisella kuvalla.

a) Merkitaan eri asukasmaaria n

vuoden kuluttua o(n), r(n) ja k(n). Koska
o(n+1)=0.70(n)+0.3r(n)+0.2 k(n)
r(n+1)=0.20(n)+0.6 r(n)+0.3 k(n),
k(n+1)=0.10(n)+0.1r(n)+0.5 k(n)

niin asukasmaarat ovat vuoden kuluttua

190
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o(®] [0.7 0.3 0.2][0(0) 10° | [1200 000
r() |=/0.2 0.6 0.3|/r(0)|=M"{10° [=|1100 000

k()| |0.1 0.1 0.5 k(0) 10° 700 000
ja viiden vuoden kuluttua
o(5) _[10°| 1406 000
r(5) :(MT) 10° | =|1088 880 |.
k(5) 10° 505 120

b) Rupeamme laskemaan asukasmaaria esimerkiksi 10, 20, 50, 100, 200, ...
vuoden kuluttua. Talléin nahdaan, ettd jo aikavalilla 20 — 50 vuotta asukas-
maarien teoreettiset muutokset ovat sadasosien luokkaa eli laskuja ei tarvitse-
kaan jatkaa pidemmalle. Niinpé teoreettiset vakiintuneet asukasluvut ovat
1416 667, 1083 333 ja 500 000 1416667, 1083333 ja 500000.

c) Merkitaan vakiintuneita lukumaaria kirjaimilla o, r ja k. Koska vakiintuneessa
tilanteessa asukasméaéarat ovat seuraavana vuonna samat kuin edellisenakin
vuonna, niin saamme seuraavan ryhman kolme ylintd yhtal6a. Yksi naista yh-
taloista on kuitenkin suora seuraus kahdesta muusta ja siksi se on hyddyton.
Tarvittava kolmas yhtal6 saadaan siita, ettd asukkaista on aina kolme miljoo-
naa. Niinpa

0=0.70+0.3r + 0.2k ﬁ?ﬁiﬁéﬁ%_@%@iﬁ% 0 = 1416 667

r =0.20 + 0.6r + 0.3k pois

r =1083 333

k =0.10+0.1Ir + 0.5k
k = 500 000
o+r+k=3-10°
Turha yhtalo kannattaa jattaa pois silla likiarvoilla laskettaessa laskin voi lisa-
ehdon vuoksi hyvinkin paatya tulokseen, ettd ryhma on mahdoton.

Huomaa, etta aluksi hankalalta ja jopa kummalliselta tuntunut matriisien
kertolasku on maaritelty niin, etta se sopii tavattoman hyvin seka lineaa-
risten yhtaléoryhmien etta toistuvien muutosten kasittelemiseen samoin
kuin moniin muihinkin sovelluksiin.

Harjoitustehtava

17.5.1 Oletetaan, etta sahkokilpailutuksen lisaantyessa joka vuosi 10 % séh-
kblaitoksen A asiakkaista siirtyy sdhkolaitoksen B asiakkaiksi, 20 %
sahkolaitoksen B asiakkaista siirtyy sdhkolaitoksen A asiakkaiksi ja
muut jatkavat asiakassuhdettaan.

Oletetaan, etta alussa sahkolaitoksen A asiakkaiden maara on 100000
ja laitoksen B asiakkaiden méaara 500000. M&aarita asiakasmaarat 1, 5,
10, 20, 50 ja 100 vuoden jalkeen. Maarita myds vakiintuneet asiakas-
maarat kahdella eri tavalla.
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VASTAUKSIA TEHTAVIEN v-OSIOIHIN

10.1 v1) (Luku) kaksi kuuluu suljettuun valiin kahdesta viiteen. Oikein.
v2) Jos x* >4, niin x > 2. Vaarin, silla esimerkiksi -3 toteuttaa
vasemmanpuoleisen ehdon, mutta ei oikeanpuoleista.
v3) x <y silloin ja vain silloin, kun —x >—-y . Oikein.
10.3 v1) 123/100 v2)11914/990

10.6 (520j 2% . (_3)? = 3103261618234982400 ~ 3.103 - 10"

11.3 10, 10/9, 1/10, 101

1.4 vi) {—x—s, kun x < -3

X +3, kun x > -3 —-3X, kun —-05<x<1

—Xx—-2, kunx>1
11.7 y =-1.81333x — 0.45333 11.12 Parillinen

X+ 2, kun x <-0.5
v2)

11.18 Jaksollinen jaksona T/3 12.1.1 vl1) On v2) Ei
12.1.2 (-5,3) ja (2,10) 12.1.3 (0,19) ja (0, -5)
12.1.4 32

12.1.5 (-4.06,16.5), (-0.951, 0.905), (0.676, 0.457), (4.34,18.8)
217 x=-1y,=1;x,=2,y,=4 1222 i)t=-2 ii)t=9/2

12.2.4 y=-4x+5 12.2.5 (41/13, 40/13)
12.2.6 64/9 12.2.7 115
12.2.8 1/2 12.2.9 24/J10 ~7.59

_ _ : : y mielivalt. _,. |x mielivalt.
12.2.10 v1) x=2,y =1 v2)eiratkaisua Vv3) X =2y +4 eli {y _05x_2

12.3.2 y-1=3(x-2)*eli y =3x*-12x+13
12.3.3 x—3=—2—25(y +1)* eli x=-0.08y* —0.16y +2.92

12.3.4 y=15x*-6.5x+8 12.3.5 x=1.5y*-0.5y+1
12.3.7 x*+2xy+y®-12x+18=0

12.4.1 vl) kp=(3,-1),r=2 Vv2) kp=(-13),r=2

12.42 i)c<13 i) c=13 i) c>13

12.4.3 x°+y?+6x—-4y =0 12.4.4 x*+y®—-6x—4y—-12=0
12.4.5 3x-4y-15=0 12.4.6 72 ~9.899

2 2
1251 X227, UHOF g o) w24y ax+40y +40=0

12.5.3 i) t<25 , keskipiste (1,-2), puoliakselit \/25—t/3 ja \/25—t/2
i) t=25 iii) t>25
12.85 vl) y=2 Vv2) x*+y*-6x=0 Vv3) y=-x+2
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14.4 vl) 4.323.10%%% v2) 1.159.10%%%

14.7 i)nga*b) ii)In2 +In(a+b)~In3—Ina—3Inb
a

bS
iif) TI-Nspire CX CAS antoi vastauksen i)

14.8  v1) 75mm v2) 59.95 mm
14.13 (i) 10.40895% (i) 231865.26 €

14.15 65.4°C
14.16 () 240 (i) 75
151  vl) u =5n+6,n=123,... v2) u, =(-)™(2n+1),n=123,...

15.2 u,=2u _,+u.,,n=345,..
17 tai 13
153 v1) > (10n+1) = > (10n+41)=1443
n=5 n=1
Helpompi l6ytaa
171 tai 157
v2) > (-)™10n = > (-)™*10(n +14) =930
n=15 n=1

Helpompi l6ytaéa

15.4 135413788

10
155  ]](3k+1)=132067936000 ~1.32-10"

k=2
15.6 1215486 15.7 7058079 15.8 38299.16 €
15.9 1136.15 € 15.10 298.75 € 15.12 52525
15.13 1296, 18595.75 16.1 13,0,0 16.3 3x+4y-17=0

16.4 X+y+z2-6=0,
Taso leikkaa koordinaattiakselit kohdissa x =6,y =6, z=6.
Piste (2,3,4) on tasossa olevan pisteen (2,3,1) ylapuolella

X = % y = mielivaltainen
16.6  Jos k = +4, niin % Jos k =4, niin 1
y = -1 X =-=-2y +§
k+4

Jos k = -4, niin ryhm& mahdoton.
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Ojalain laskuopit -oppimateriaalisarjaan kuuluvassa teoksessa Algebra on py-
ritty huomioimaan insinéériopetuksessa tapahtunut l&ahiopetuksen voimakas
vahentyminen. Matematiikassakin on keskityttava kaikkein oleellisimpaan:
kasitteiden hallitsemiseen, apuvalineiden tehokkaaseen hyddyntamiseen
mekaanisen kasinlaskennan asemasta seké suoritettujen laskujen ja saatujen
tulosten selkedan esittamiseen.

Yhden kirjoittajan omat opiskelijat ovat viime vuodet kayttaneet TI-Nspire CX
CAS -laskimia. Siksi teoksessa on hyodyllisia ohjeita kyseisen laskimen kay-
tosta. Monet opiskelijat ovatkin tyytyvaisina todenneet "oppineensa nakemaan
metsan puilta”. Myos muiden symbolisten laskimien ja matematiikkaohjelmien
kayttajat saavat kirjasta ideoita oman apuvalineensa hyddyntamiseen.

Osan Algebra lisaksi tekijoilta on ilmestymassa muitakin osia. Kaikki sarjan
osat ovat vapaasti tulostettavissa ja jaettavissa koko sivun kopioina opetus-
kayttoon.
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