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MATEMATIIKAN OPISKELUSTA JA SOVELTAMISESTA

Matematiikka on jatkuvasti kehittyva itsendinen tiede. Matematiikassa tutkitaan matemaatti-
sia rakenteita loogisin paattelysaanndin. Matematiikan hyddynnettdvyys perustuu sen abst-
raktisuuteen; matematiikkaa voi soveltaa monissa taysin erityyppisissa asiayhteyksissa.

Matematiikkaa sovelletaankin nykyaan lahes kaikilla inhimillisen toiminnan alueilla. Luonnon-
tieteet ja tekniikan eri alat ovat perinteisia matemaattisten menetelmien sovellusalueita.
Matematiikkaa kaytetaan kuitenkin runsaasti myés muilla alueilla kuten esimerkiksi laaketie-
teessd, talouselamassa ja tietojenkasittelyssa.

Matematiikan soveltaminen ongelmanratkaisussa voidaan jakaa neljaan eri vaiheeseen:
1. Reaalimaailman ongelman muuttaminen matemaattiseen muotoon.

2. Matemaattiseen muotoon muutetun ongelman ratkaiseminen matematiikan keinoja kayt-
taen.

3. Saadun ratkaisun tarkastelu kriittisesti alkuperéisen ongelman kannalta.

4. Ongelmanratkaisun dokumentointi niin hyvin, ettd muidenkin on mahdollista ymmartaa
ratkaisun vaiheet.

Matematiikan opiskeleminen on hyddyllistd, vaikkei tydssaan aktiivisesti suorittaisikaan ma-
temaattisia laskelmia. Matematiikan opiskelu opettaa systemaattisuutta ja loogista johdon-
mukaisuutta, mitka ovat arvokkaita taitoja laajojen asiakokonaisuuksien jasentelyssa.

Matematiikan opiskelu on opetukseen osallistumista, lukemista, pohtimista ja harjoittelua.
Luentojen seuraaminen ei yksistaan riitd matematiikkaa opiskeltaessa. Matematiikan opiske-
lussa téarkeintad on oma tydnteko. Omatoimiseen lukemiseen, pohtimiseen seka harjoitteluun
tulee kayttda ainakin yhta paljon aikaa kuin ohjattuun opiskeluun.

Matemaattinen tieto voidaan jakaa proseduraaliseen tietoon ja konseptuaaliseen tietoon.
Proseduraalinen tieto tarkoittaa matemaattisten rutiinimenetelmien kayttotaitoa, jota tarvitaan
esimerkiksi kerto- ja jakolaskujen suorittamisessa, murtolausekkeiden sieventdmisesséa seka
ratkaistaessa vaikkapa toisen asteen yhtélda ratkaisukaavan avulla. Matemaattisten mene-
telmien kayttétaitoa opitaan harjoittelun kautta, jolloin “laskuvirheiden” vahentyessa yleinen
laskentavarmuus kasvaa.

Konseptuaalinen tieto on puolestaan ké&sitteiden merkitysten ja niiden vélisten suhteiden ym-
martadmistd. Konseptuaalista tietoa tarvitaan, kun matematiikkaa halutaan hyddynt&a laskijalle
itselleen uusissa yhteyksissa. Ymmarrys kéasitteiden merkityksesté ja niiden valisista suhteista
kasvaa vahitellen seké sopivien sovellusesimerkkien ettd omien pohdiskelujen my6ta.

Matematiikan opiskelu on kumulatiivista, jolloin uudet asiat perustuvat aiemmin opittujen
varaan. Mitéd paremmin esitiedot ovat hallinnassa, sitd helpompaa on myds uusien asioiden
opiskelu. Helpoiltakin tuntuvien asioiden harjoitteluun kannattaa suhtautua vakavasti, silla
usein asiat vaikeutuvat huomaamatta. Vaikka tamankin kertausoppaan asiat saattavat tuntua
hyvin tutuilta, niin niiden hallinta kannattaa varmistaa suorittamalla oppaan harjoitustehtavat
ja tarkistamalla ratkaisujen oikeellisuus huolellisesti. Erityisesti merkintdihin kannattaa kiinnit-
tdd huomiota alusta alkaen, silla tarkoituksenmukaiset merkinnat ovat valttamattémia mate-
matiikan opiskelun edetessa.
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Taman kertausoppaan tarkoituksena on palauttaa mieleen perusalgebran keskeisimmat
kasitteet ja menetelmat joko itsendisesti opiskellen jo ennen jatko-opintojen aloittamista tai
viimeistdan heti jatko-opintojen alkaessa, jolloin tukea voi saada myds opiskelutovereilta ja
oman oppilaitoksen matematiikan opettajilta. Puutteelliset perusalgebran tiedot vaikeuttavat
matematiikan jatko-opintoja huomattavasti. Tiedot kannattaakin tdydentaa viimeistaan opinto-
jen alussa sen sijaan, ettd antaisi puutteellisten tietojen tai jopa virheellisten kédsitysten haitata
matematiikan jatko-opiskelua ja soveltamista oman alan ammattiaineisiin.

Kertausopas jakautuu kolmeen osaan:
1. Sivuilla 5—46 esitetdan tarvittavaa teoriaa: kasitteitd, laskusaantoja ja esimerkkeja.

2. Sivuilla 47-55 on annettu viitisenkymmenté harjoitustehtavaa, jotka testaavat matematii-
kan perusteiden hallintaa.

3. Sivuilla 56—71 on useimpien em. tehtavien malliratkaisut tai ainakin vastaukset ratkaisuoh-
jeineen.

Perusalgebran menetelmien hallintaa voit testata ja kehittda eri tavoin riippuen omista 1&aht6-
tiedoistasi:

e Jos osaat ratkaista Osan 2 harjoitustehtavat, niin vertaa joka tapauksessa ratkaisujasi
oppaan malliratkaisuihin. Jos ratkaisusi ovat oikein ja olet Iytanyt ne jollakin systemaatti-
sella tavalla ilman kokeiluja, niin matematiikan perustietosi ovat kunnossa. Huomaa kui-
tenkin, ettd ulkopuolisenkin lukijan on ymmarrettava kayttdmasi merkinnat, laskujesi pe-
rusteet, laskusuoritustesi vélivaiheet seké esittamasi lopputulos. Tulevan asiantuntijan on
tietenkin pystyttdva ymmarrettavasti perustelemaan ja selittdmaan laskelmansa; ei riita
pelkastdan se, etta asiantuntija on itse sita mielta, etté tulos on oikea, vaan tulokset hel-
posti ymmarrettavine perusteluineen on alistettava kriittiseen tarkasteluun. Myds silloin
kun asiantuntija haluaa kysya neuvoa muilta oman alan osaajilta, tulee hanen kyeta ym-
marrettavasti selittdmaan tilanteensa siihen liittyvine ongelmineen.

e Jos Osan 2 harjoitustehtavat tuntuvat vaikeilta, niin lue ensin kertausoppaasta kyseiseen
tehtéavaan liittyva teorialuku esimerkkeineen ja yritéd uudelleen. Opiskelun tukena kannat-
taa kayttdd myds omia, jo entuudestaan tuttuja oppikirjoja. Mikali vielakaan et osaa rat-
kaista tehtavaa, niin katso mahdollista malliratkaisua tai ratkaisuohjetta oppaan lopusta.
Malliratkaisun puhtaaksikirjoittaminen paperille on myds hyva tapa syventya asiaan. Jos
et ymmarra annettua ratkaisua tai selitysta, niin palaa asiaan uudelleen vahan myéhem-
min. Jos et silloinkaan ymmarra ratkaisua, niin merkitse tehtdva muistiin, jotta kysyisit asi-
asta opiskelutovereiltasi tai omalta matematiikan opettajaltasi heti jatko-opintojesi alkaes-
sa.

Perehtymalla huolellisesti kertausoppaan teoriaan ja laskuesimerkkeihin varmistat kunnon
pohjatiedot sekd matematiikan opintojaksoille ettd matematiikan soveltamiselle oman alasi
ammattiaineissa.

Menestysta alkaville jatko-opinnoillesi toivovat

Timo Ojala, FL Timo Ranta, TKT
Matematiikan yliopettaja SAMK TTY, Porin laitos
timo.ojala@samk.fi timo.ranta@tut.fi
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1. LUKUJEN NIMITYKSISTA JA ESITYKSISTA

T&ssa kertausoppaassa tarkastellaan laskemista lukusuoralta [6ytyvilld luvuilla,
joita sanotaan reaaliluvuiksi.

:::::::::::::::::)
8-7-6-5-4-3-2-1012345¢6728 R

Jokainen lukusuoran piste voidaan "nimetd” yhdella (tarvittaessa paattymattémalla)
desimaaliluvulla ja toisaalta jokainen desimaaliluku voidaan sijoittaa lukusuoralle.

Lukusuoralla on seuraavat luvut:

1. Positiiviset kokonaisluvut eli luonnolliset luvut 1, 2, 3, ...

2. Nolla 0, jota usein pidetdan myés yhtena luonnollisena lukuna.

3. Negatiiviset kokonaisluvut -1, -2, -3, ...

4. Murtoluvut, jotka ovat kokonaislukujen mja n(+#0) osamaarina % esitetta-
vissa olevia lukuja. Myds jokainen kokonaisluku m voidaan tulkita murtoluvuk-
si, koska se voidaan esittdd murtolukumuodossa % . Matematiikassa naita
kaikkia murtolukuja sanotaan rationaaliluvuiksi.

5. Lukusuoralla on rationaalilukujen lisdksi muitakin lukuja. Naité irrationaalilu-
kuja kasitelladn tarkemmin seuraavalla sivulla.

Huomautus. Voidaan osoittaa, etta jokaisen rationaaliluvun desimaaliesitys on
joko paattyva tai paattymaton ja jaksollinen.

Jos murtoluvun nimittdjan alkutekijéina on vain lukuja 2 ja 5, niin tarvittaessa sopi-
vasti laventamalla nimittajaén saadaan kympin potenssi, jolloin jakolasku on help-
po suorittaa ja lopputuloksena on paattyva desimaaliluku. Esimerkiksi

103 _" 103 _2103 _206 _5 05 ., 789 _°) 789 _19725 _4 1q705 |

252 2.5 (2.5F 107 B 25" 25 10°

Mybhemmin jakolaskualgoritmin yhteydessa meidan on itsekin helppo todeta, etta
jos supistetussa muodossa olevan murtoluvun nimittajassa n on muitakin alkuteki-
j6ita kuin 2 ja 5, niin murtoluvun paattymatén desimaaliesitys on varmasti jaksolli-
nen ja jakson pituus on enintddn n—1 numeromerkkia.

Vaikkapa laskimella voi todeta, ettd esimerkiksi

merkitaan

541/44=12.295454%4... = 12.29571,
missa ylapuolisella kaarella merkitty numerojono 54 nayttaa toistuvan luvun desi-
maaliesityksessa kaarikohdasta alkaen ilman muita numeroita. Myéhemmin itse
laskemalla saamme varmuuden, etta aarettbman pitkalle toistuvassa jaksollisuu-
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dessa ei ole missdan vaiheessa pienintakaan poikkeamaa. Vastaavasti
16/13 =1. 230769 230769 230769 23... =1. 230769 .

K&antéen: Jokainen desimaaliluku, jonka desimaaliesitys on paattyva tai paattyma-
ton ja jaksollinen, voidaan esittdd murtolukuna seuraavien esimerkkien mukaisesti.

. Jokainen p&attyvé desimaaliluku voidaan muuttaa murtoluvuksi laventamalla sopi-
: valla kympin potenssilla seuraavien esimerkkien mukaisesti.

| 4567 _
Esimerkki. 4567 =t | _g7g543p1 = 07004321
’ whamesosa 1900 1 1000000

uhannesosa ot miljoonasosa W

_______________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Esitetaan murtolukuna paattymaton jaksollinen desimaaliluku
. x=8.9123, jonka jakson pituus on 3. Suoritetaan vahennyslasku 10° - x— x allek-
' kain:

Koska x kerrottiin luvulla 10°, niin desimaaliesitysten kolmen
1000x =8912.3123123... | hmeromerkin mittaiset jaksot osuvat lopussa kohdakkain.

X = 8.9123123...| Vahennetaan ylemmasté yhtélosta alempi, jolloin kohdakkain
osuvat jaksot haviavat ja erotus on paattyva desimaaliluku.
999x =8903.4 | :999
10) I
8903.4 89034 wom e . , e mim s
X= = | Tata voisi vield supistaa, mutta se ei ole valttamatonta.

999 9990

Huomautus. Lukusuoralla on myds sellaisia desimaalilukuja, joiden desimaaliesi-
tys on paattymatodn ja jaksoton. Tallaiset paattymattémat ja jaksottomat desimaali-
luvut eivat voi edellisen sivun huomautuksen perusteella olla murtolukuja eli ratio-
naalilukuja, joten niitd sanotaankin irrationaaliluvuiksi.

'\ Esimerkki. Luvun a=1.212212221222212222212222221 ... desimaaliesityksessa ei

4 5 6 kakkosta
ole mitd&n numerojonoa, joka toistuisi samanlaisena aarettbman monta kertaa pe-
| rakkain, koska ykkdsten valissa olevien kakkosten maaré lisaantyy aina yhdella.
Niinpa luku a ei voi olla esitettdvissa murtolukuna, koska jokaisen murtoluvun de-
. simaaliesitys on joko paéattyva tai paattymatén ja jaksollinen.

Voidaan osoittaa, ettd myds luvun pii 7 =3.1415926535... ja monien nelidjuurten
' kuten /2 =1.414213562... ,+/3,/5,6,+7,/8,4/10, ... desimaaliesitykset ovat

| paattymattdmia ja jaksottomia, joten ndma luvut ovat irrationaalisia.

. Voidaan osoittaa, etta kokonaisluvun neliéjuuri on rationaalinen vain, jos juurretta-
' va luku on neliluku 0, 1, 4, 9, 16, 25, ...
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2. PERUSLASKUTOIMITUKSISTA JA NIIDEN SUORITTAMISESTA

Yhteenlaskua merkitddn symbolilla +, esimerkiksi 5+2=7 ja a+a=2-a .
Summalausekkeen yhteenlaskettavia sanotaan termeiksi.

Kahta lukua sanotaan toistensa vastaluvuiksi, jos niiden summa on nolla.
Esimerkiksi 2 ja —2 ovat toistensa vastalukuja, koska 2+(-2)=0.

Kahden luvun vahennyslasku 5-2 =3 voidaan tulkita vastaluvun lisdamiseksi,
esimerkiksi 5-2=5+(-2)=3. Erotusta 5-2 voidaan siis sanoa summaksi, jon-

ka termit ovat 5ja —2.

Kertolaskun symbolina tassa kertausoppaassa kaytetaan perusrivilta korotettua
pistettd, esimerkiksi 2-3 = 6. Keskenaan kerrottavat luvut 2 ja 3 ovat tulon tekijat.

Seka kasin kirjoituksessa etté painetussa tekstissa kertolaskun kertomerkki jate-
tdan usein merkitsematta, niinpa 2-a=2a, a-2=a2, a-b=ab, a:(x+1)=a(x+1), ...

Huomautus. Erityisesti tietoteknisissa apuvalineissa merkinnat a2 ja ab tarkoitta-
vat usein vastaavanlaisia muuttujanimia kuin yksikirjaimisetkin nimet a ja b ja siksi
kertomerkkia ei ainakaan tallaisissa yhteyksissa saa jattda merkitseméatta, jos tar-
koitetaan kahden tekijan tuloa. Merkintd a(x+1) tarkoittaa puolestaan usein funkti-

on a arvoa muuttujan arvolla x+1 (eli kohdassa x+1).

Sekaannusten valttamiseksi tdssa oppaassa ainakin tallaisiin monitulkintaisiin koh-
tiin merkitdan kertomerkki useimmiten nékyviin. Vaikka kertomerkin tavallista
runsaampi kaytté tamankin kertausoppaan painetussa tekstissa vaikuttaa
turhalta ja kummalliselta, niin kertomerkin nakyviin kirjoittamista kannattaisi
matemaattisen tekstin kasinkin kirjoituksessa harjoittaa, jotta tietoteknisia
apuvalineita kaytettaessa ei tapahtuisi kohtalokkaita erehdyksia.

Huomaa, etta esimerkiksi lukujen 2 ja 5 kertolaskua ei saa milloinkaan kirjoittaa
ilman kertomerkkia muodossa 25 , koska kaytésséa olevan lukujen kymmenkan-
taisen paikkajarjestelman mukaan

merkinta 25 tarkoittaa lukua  2xkymmenen + 5 x yksi = kaksikymmentaviisi

Kahta lukua sanotaan toistensa kaanteisluvuiksi, jos niiden tulo on yksi. Esimer-

kiksi luvut % ja % (eli 0.4 ja 2.5) ovat toistensa kaanteislukuja, koska 2.5_4,

52
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Jakolasku voidaan merkité esimerkiksi seuraavasti g =6/2= 62 =6:2=3.
Luvulla jakamista voidaan pitdéa kaanteisluvun kertomisena: 6:2=6 -%z 6-0.5=3.

Nain ollen jakolaskulauseketta voidaan pitaa tulolausekkeena, jossa tekijoina
on jaettava ja jakajan kaanteisluku.

Monissa tietoteknisissa apuvalineissa sydte joudutaan kirjoittamaan perusriville
ilman perusrivin yla- tai alapuolisia merkintdja. Niinpa potenssiin korotus ilmais-

taan apuvalineita kaytettdessa usein "hattumerkilla” * , esimerkiksi 2° =2/3=8.

Joissakin laskimissa potenssiin korotus tapahtuu nappaimella Y*.

Maaritelma. Luvun a nelidjuuri \/5 tarkoittaa sita ei-negatiivista lukua, jonka neli
on juurrettava.

Esimerkki. /9 =3, silla 32=9 ja 3>0.

. Lauseketta v/—4 ei voida sieventaa reaaliluvuksi, koska mink&an reaaliluvun nelié
| ei ole negatiivinen.

Nelidjuuren arvo lasketaan tavallisesti laskimella, mutta sinun kannattaa opetella
. tunnistamaan ainakin seuraavat neliéluvut 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121,
| 144,169, 196, 225, joiden nelidjuuret ovat luonnollisia lukuja 1, 2, 3, ..., 13, 14, 15. |

_______________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. \/8100 =/81-100 = /811100 =9-10 =90

121 _ V121 _11
49 a9 7

Huomautus. Summalausekkeen nelidjuurta ei voi laskea termeittéin. Niinpa
J25+144 eiole \/25 ++144 =5+12=17, vaan ~25+144 =169 =13,
J169-25 eiole V169 -/25=13-5=8, vaan J169-25 =+/144 =12
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Maaritelma. Luvun a kuutiojuuri 9/5 tarkoittaa lukua, jonka kuutio on juurrettava.

. Esimerkki. ¥8=2,sila2* =8, ja ¥-125=-5, sl (-5 =125,
. Kuutiojuurenkin arvo lasketaan tavallisesti laskimella, mutta opettele tunnistamaan
kymmenen ensimmaista kuutiolukua 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000.

3
Lause. Ya-b=%a-¥b 3%=% (edellyttaen, ettd b+=0) .

a, josa=0

Madaritelma. Luvun a itseisarvo |al maaritellaan ehdosta |4 = ) .
-a, jos a<0

Esimerkki. [2[=2 , |-3[=3 |

[1-v2|=-(1-v2)=-1++2 , silla 1-+2 <0

_______________________________________________________________________________________________________________________

3. KERTO- JA JAKOLASKUALGORITMIT

Taman kertausoppaan kirjoittajat korostavat omassa opetuksessaan hyvin voimak-
kaasti tehokkaan symbolisen laskimen ja/tai matematiikkaohjelman kayttda.

Kuitenkin monien teoreettisten tulosten ymmartaminen edellyttaa, etta tiedamme,
miten sellaisetkin rutiininomaiset laskuoperaatiot kuten kerto- ja jakolasku kaytan-
ndssa todella suoritetaan. liman tallaista tietoa et voi esimerkiksi laskimen antaman
likiarvotuloksen

65/7 =9.285714 285714 285714 285714 28 ...

perusteella ymmartaa, miksi numerojono 285714 toistuu tassa desimaaliesitykses-
sa aarettoman monta kertaa perakkain ilman yhtadan poikkeamaa. Jos et ymmarra
jakolaskualgoritmia, et voi edes tietokoneen tulostaman miljoonan ensimmaisen
desimaalin perusteella olla varma, ettei ehka jo ensimmainen laskematta jaanyt
desimaali riko sdannénmukaisuutta.

Jakolaskualgoritmin mekaanisen suorituksen hallinta auttaa kuitenkin ymmarta-
maan, etta jokaisen murtoluvun desimaaliesitys on joko paattyva tai paattymatén ja
jaksollinen. Opit myés ymmartamaan, miké on kulloinkin tallaisen jakson suurin
mahdollinen pituus. Niinpé jo varsin lyhyesté (laskimen tulostamasta) likiarvosta
65/7 = 9.285714 voit varmuudella sanoa jakson olevan kuuden merkin mittainen

numerojono 285714.
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Liséksi tenteissékin on tilanteita, joissa laskinta ei saa kayttaa. Toisaalta erikoista-
pauksissa laskin ei pysty ilmiselvan paassalaskunkaan suorittamiseen.

Siksi seuraavassa palautetaan mieleen lukujen kerto- ja jakoalgoritmit.

. Esimerkki. Suoritetaan kertolasku 1.23-78.9 .

. Kirjoitetaan luvut ilman desimaalipisteita allekkain, alemmaksi mieluummin lyhy-
empi luku, viimeiset numerot samalle kohtaa. Pienella kirjasinkoolla on ensin seli-
| tetty kolmosella tapahtuvat kertolaskut, sitten kakkosella ja sitten viela ykkésella

| tapahtuvat. Tulon numeromerkit saadaan lopuksi laskemalla yhteen kertomalla
saatujen rivien luvut:

7 8 9
X 1 2 3
2 3 6 7 3-9=27, 7alas, 2 muistiin; 3-8+2 =26, 6 alas, 2 muistiin ; 3-7+2 = 23 alas
157 8 2.9 =18, 8 alas, 1 muistiin ; 2-8+1=17, 7 alas, 1 muistiin ; 2-7+1=15 alas
+ 7 8 9 1-9=9alas;1-8=8alas; 1.7 =7 alas
970 47

Koska tulolausekkeen arvo on likimain 1.2-80=96, niin oikea vastaus on 97.047 .

. Desimaalipisteen paikan voi maarittaa myés toisin: Loppusummassa jatetaan de-
simaalipisteen taakse niin monta numeroa kuin niitd on pisteen jalkeen kummas-
. sakin kesken&dan kerrottavassa luvussa yhteensa. Tassé tapauksessa toisessa

. kerrottavista luvuista on kaksi numeroa pisteen jalkeen, toisessa yksi. Tulossa on
' siis jatettava desimaalipisteen taakse yhteensa kolme numeroa.

_______________________________________________________________________________________________________________________

Lopuksi perustellaan, etta tdman osamaaran desi- 7 % 8;3 3 S 8 8 S 8 3

. maalilukuesitys on jaksollinen ja jakson pituudelle % 7

voidaan jo ennen jaon suorittamista nahda ylaraja 1_‘3! 6

| jakson pituus < jakaja-1=7-1=6. % .

Wikipediassa on hakusanan Jakokulma kohdalla —; 0

. annettu jakolaskun suorittamiselle muistisaanté % 0

: "Jaa, kerro, vdhennd, luku alas pudota, alusta taas aloita". % 0

. Ensimmaiseksi jaettava 876 nolladesimaaleineen kirjoitetaan 56

jakokulman sisdan ja jakaja 7 sen eteen. Sitten edetaan ﬁ

. Wikipediassa esitetyn muistisdannén mukaisin vaihein: 2 8

. 1. Jaa — Jaetaan jaettavan satojen numero 8 jakajalla 7, ! 9

| jolloin osamaaréksi saadaan 1 ja jaa vield vahan ylikin. Osa- _g g
maaraksi saatu luku 1 (sata) kirjoitetaan jaetun luvun 8 (sataa) 2

ylapuolelle. (Jos luvun 8 paikalla olisi ollut jakajaa 7 pienempi luku, niin tdman
pienemman luvun peraan otettaisiin jaettavasta mukaan kymppienkin numero.)
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. 2. Kerro — kerrotaan osamaaraan kirjatulla numerolla 1 jakaja 7 ja merkitaan tulon
1.7 arvo 7 jaetun numeron 8 alle.

3. Vahenna — vahennetédan jaetusta numerosta 8 alapuolelle merkitty tulo 7. Ero-
. tukseksi saadaan 1 (sata), joten jaettavasta on vield jaljella yksi satanenkin.

4. Luku alas pudota — pudotetaan jaettavan kymppien numero 7 erotuksen 1 vie-
. reen.

6. Alusta taas aloita — nyt jaettavaksi otetaan viivan alle saatu luku 17 (kymppia).
. Jaetaan 17 (kymmentd) jakajalla 7, jolloin saadaan 2 (kymment&), mika merki-
tdan osamaaran toiseksi numeroksi. Kerrotaan 2-7 =14, joka vahennetaan lu-
vusta 17. Erotuksen 3 (kymmenta) peraan pudotetaan numero 6, luku 36 (yk-
kbsta) jaetaan 7:lI4, jolloin saadaan 5 (ykkdsta), mika merkitdén ylés kuutosen
ylapuolelle. Kerrotaan 5-7 =35, joka vahennetdan ja jakojaannokseksi jaa 1.

Jakolasku voitaisiin lopettaa jo tassa vaiheessa ja ilmoittaa, etta
(vaillinainen) osamaara on 125 ja jakojaannos 1 (kokonainen yksikko).

Vastauksen voisi ilmoittaa myos sekalukuna 125%.

Nyt jakoa jatketaan kuitenkin pidemmalle siirtymalla desimaaleihin.

7. Pudotetaan seuraava numeromerkki 0, saatu luku 10 (kymmenesosaa) jaetaan
7:114, saadaan 1 (kymmenesosa), joka merkitaan ylés. Kerrotaan 1-7 =7, joka
vahennetaan 10:sta ja jaljelle jaa 3 (kymmenesosaa). Pudotetaan seuraava 0
alas, saatu luku 30 (sadasosaa) jaetaan 7:11a, saadaan 4 (sadasosaa), joka
merkitdan ylés. Kerrotaan 4-7 =28, joka vahennetdan 30:sté ja jaljelle jaa 2
(sadasosaa). Nain jatketaan, kunnes osamaara on saatu halutulla tarkkuudella.

! 7
. Esimerkissamme 2 =~125.14285714 . Lisaksi jaa viela jakojaannos 2 sadasmil-

joonasosaa, joka ei riitd pydristamaan viimeista laskettua desimaalia yléspain.
. Jotta seiskalla jako pyoristyisi ylospain, jakojaédnndksen pitéisi olla vahintaén 4.
. Jakolaskumme lopputuloksen voi tarkistaa ehdosta

Jaettava = jakaja x osamaara + jakojaannds

Koska 876 =7-125.142857 14 +0.000 000 02, niin ehto toteutuu tarkalleen, joten
. jakolasku on suoritettu oikein.

. Mista me sitten voimme tietaa, etta osamaara on jaksollinen ja jaksona on
. lukujono 1428577

Mahdolliset jakojaadnndkset seiskalla jaettaessa ovat kussakin vaiheessa luvut

1 0,1,2,3,4,5]a6. Jos ykkosten jakamisen jalkeen jakojadnnokseksi jaa jossakin
. vaiheessa 0, niin jako menee tasan ja osam&ara on paattyva desimaaliluku. Nyt
ykkdsten jakamisen jalkeen jakojaanndkseksi jai 1. Seuraavat jakojaanndkset oli-
i vat 3, 2, 6, 4, 5 ja 1 uudelleen. Saman nollasta eroavan jakojaannéksen uuden
esiintyman on tapahduttava seiskalla jaettaessa viimeistdan kuuden jaon jalkeen,
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. koska nollasta eroavia jakojaannoksia on nyt vain kuusi. Koska varsinainen koko-

. naislukujaettava 876 oli jo "pudotettu” kokonaan alas, niin em. jakojaanndsten pe-

raén "pudotetaan” aina nolla. Nain laskumme jatkuu samanlaisena aina kuuden

. suorituksen vélein. Jos et tata usko, niin jatkapa laskuja vaikka pari kuudenmittais-
' ta kierrosta, niin ymmarrat kovin hyvin idean.

i Esimerkki. Suoritetaan desimaalilukujen jakolasku 0.0507
20) 22 _ﬂ

. Koska tdman osaméérén arvo on likimain =440, niin osamaarassa

0.05 1
. desimaalipiste tulee kolmen ensimmaisen numeromerkin perdan. Seuraavassa

. jatdmmekin desimaalipisteet pois laskuista ja maaritimme vain osamaéaraan tule-
. vat numeromerkit, jotka ilmestyvat laskujen kuluessa ylimmalle riville 1.

Riville 2 kirjoitamme jakajan numeromerkit 507 ja sen peraan jakokulman sisaan
| jaettavan numeromerkit. Jakajan alussa ja lopussa seka jaettavan alussa mahdolli-
sesti olevat nollat voidaan tdssa vaiheessa unohtaa, koska ne vaikuttavat vain
. osamadran suuruusluokkaan, eivat osamééran numeromerkkeihin. Jakajan ja jaet- |
| tavan sisalla olevia nollia ei saa kuitenkaan jattaa pois. Jaettavan loppuun voidaan

lisata nollia tarpeellinen maara.

, 00043020019 1

. Otamme jaettavasta jakoon aina yhden 507 _|§ 3 S ; 1150000 %
éuuden numeromerkin kerrallaan ja tut- _ 1 g g 1 g
i kimme, kuinka monta 507:n monikertaa 1015 6
Evoidaan muodostuneesta luvusta vahentaa. - 101 ‘1‘ 000 g

Otetaan rivin 2 ensimmainen numero 2 jakoon. - 2 g g 0 1%
. Siita voidaan vahentaa 0 kertaa 507, joten jakoon -4 g g ? 11;

. otetun luvun 2 yl&puolelle merkitédén 0.
. Seuraavaksi otamme jakoon numeron 1 ja muodostuneesta luvusta 21 voidaan

' vahentaa 0 kertaa 507, joten jakoon otetun numeron 1 ylapuolelle merkitdan 0.
Seuraavaksi otamme jakoon numeron 8 ja muodostuneesta luvusta 218 voidaan

. vahent4a 0 kertaa 507, joten jakoon otetun numeron 8 ylapuolelle merkitian 0.

' Seuraavaksi otamme jakoon numeron 1 ja muodostuneesta luvusta 2181 voidaan
vahentaa 4 kertaa 507 eli riville 3 kirjattu luku 2028. Viimeksi jakoon otetun nume-

. ron 1 ylapuolelle merkitaan 4. Vahennyslaskun 2181-2028 tulos 153 merkitaan

' nakyviin viivan alle riville 4.

Seuraavaksi otetaan jakoon mukaan numero 1 ja muodostuvan luvun 1531 alle

. kirjataan siitd vahennettava jakajan 507 monikerta 3-507 =1521. Erotus
1531-1521=10 merkitaan riville 6 ja jakoon otetun numeron 1 paalle merkitdan

. monikertojen lukumaara 3.

| Otettaessa jakoon seuraava numero 1 muodostuu luku 101, josta ei voi vahentaa
yhtdan 507:n monikertaa. Niinpa jakoon otetun numeron 1 ylapuolelle kirjataan 0.

. Ottamalla jakoon seuraava numero 5 saadaan luku 1015, josta voidaan vahentdd |
 riville 7 merkitty monikerta 2-507=1014 . Monikertojen m&é&ra 2 merkitaan ylariville.
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. Jaettavan loput numeromerkit ovat nollia, joita onkin otettava jakoon kolme ennen

' kuin muodostuneista luvuista 10, 100 ja 1000 voidaan vahentda yhden kerran 507.

Niinpa ylariville merkitdankin kaksi nollaa ja sitten ykkdnen. Erotuksen 1000 - 507
 alle kirjataan sen arvo 493. Ottamalla viela jakoon 0 saadaan luku 4930, josta voi-
daan vahentdd 9-507 = 4563. Ylariville merkitdan 9 ja alas laskutoimitus

. 4930 -4563 =367 .

- 21.81115 _
. Nain olemme saaneet 00507 430.20019...

4. LASKUTOIMITUSTEN SUORITUSJARJESTYKSESTA

Tassé luvussa tarkasteltavat lausekkeet muodostuvat
luvuista (1, 0, 7/23,-0.2, &, ...)

lukuja esittavista kirjaimista (a, b, ..., X, y, ...)
laskutoimituksista (+, —, X, /, ",\/—, ;a‘/_)

- sulkumerkeista.

Numeerisessa lausekkeessa ei esiinny lukuja esittavia kirjaimia.

Lausekkeen sieventaminen (eli pelkistdminen) tarkoittaa lausekkeen kirjoittamis-
ta uuteen, mahdollisimman yksinkertaiseen ja kayttokelpoiseen muotoon, joka on
alkuperaisen lausekkeen suuruinen.

Sen merkiksi, etta sievennettaesséa lausekkeen arvo sailyy samana, lausekkeen eri
muotojen valiin kirjoitetaan yhtasuuruusmerkit.

Numeerinen lauseke sievennetiaan tavallisesti laskemalla lausekkeen arvo.

Huomautus. Lausekkeen arvoa laskettaessa lausekkeeseen merkityt laskutoimi-
tukset on suoritettava sovitussa jarjestyksessa:

1. Lasketaan ensin sulkeiden siséalla olevat osalausekkeet aloittaen sisimpien sul-
keiden siséalta

2. Potenssiin korotukset ja juuret

3. Kerto- ja jakolaskut

4. Yhteen- ja vdhennyslaskut.

Samanarvoiset laskutoimitukset suoritetaan vasemmalta oikealle.

Sovitusta laskujarjestyksesta voidaan kuitenkin poiketa kayttaen sopivia las-
kulakeja my6hempien esimerkkien mukaisesti.
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. Esimerkki. Seuraavassa sievennettavaan lausekkeeseen lisitaén ensin selventa-
. vat kertomerkit ja sitten lausekkeen arvo lasketaan sovitussa jarjestyksessa allevii- |
. vaten aina seuraavaksi laskettava osalauseke:

2° —6/(7—-2(1+1))+3J/4 =22 —6/(7-2-(1+1))+3-/4

=2 _6/(7-2:2)+3-/4=2°—-6/(7T-4)+3-/4

=2%-6/3+3-/4=8-6/3+3/4=8-6/3+3-2
=8-2+3.2=8-2+6=6+6=12

Esimerkin laskuja voi nopeuttaa sieventamalla samanaikaisesti kaikkia kolmea
| termia, jotka lopuksi lasketaan yhteen merkkeineen:

2*—6/(7-4)+3/4=8-6/3+3-2=8-2+6=12.

. Esimerkki. Koska kerto- ja jakolaskut ovat samanarvoisia, niin ne on suoritettava
| seuraavassa lausekkeessa vasemmalta oikealle
! 2.6:3.2:4=12:3-2:4=4.2:4=8:4=2 .

( Huomaa, ettéa aikaisemmin on ollut voimassa sopimus, jonka mukaan kertolaskut suoritettiin en-
' nen jakolaskuja. Tama sopimus ei kuitenkaan ole en&a voimassa. Yo lauseke sievennettiin aikoi-
' naan seuraavasti: 2-6:3:2:4=12:3-2:4=12:6:4=2:4=0.5, missa allevivaamalla on jalleen

| osoitettu seuraavaksi suoritettava operaatio.)

Huomautus. Koska laskujen suoritusjarjestys vaikuttaa lopputulokseen, niin laskut
on ehdottomasti suoritettava oikeassa jarjestyksessa tai sitten meidan on
osattava kayttaa sopivia, oikeaksi todistettuja laskulakeja, joiden avulla p&as-
tdan usein nopeammin lopputulokseen kuin suorittamalla orjallisesti kaikki lausek-
keeseen merkityt laskutoimitukset sovitussa jarjestyksessa.

. Esimerkki. Laske tulon 98-76-54-32-10-0 arvo. On aika ty kasin laskien kertoa '

. ensimmaiset viisi tekijaa keskenaan. Voimme kayttaa kuitenkin mydhemmin esitet- |

tavaa tulosta nimeltdan '
Tulon nollasaanto. Tulon arvo on nolla silloin ja vain silloin, kun ainakin

. yksi tulon tekijoista on nolla.

. Koska tulon viimeinen tekija on nolla, niin voimme tuloa muuten laskematta heti

todeta, etta tarkasteltavan tulon arvo on nolla.

Toisaalta tulon vaihdantalain mukaan tulon tekijdéiden jarjestyksen saa vaihtaa,
. joten voimme myds aloittaa kertolaskut nollalla, jolloin kaikki kertolaskut muuttuvat
' todella helpoiksi ja lopputulos on heti selva.
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Huomautus. Vaikka sulkeita ei kaytettaisikaan, niin tiettyihin merkintoihin

liittyvat lausekkeet on laskettava ennen merkinnan mukaista operaatiota:

1. Juurimerkin vaakasuoran viivan alla oleva lauseke lasketaan ennen juurenot-
toa.

2. Vaakasuoran jakoviivan yla- ja alapuolella olevat lausekkeet on laskettava en-
nen jakolaskun suorittamista.

3. Potenssimerkinndssa koko ylanurkassa olevan eksponenttilausekkeen arvo on
laskettava ennen potenssiin korotusta ja kantaluku on korotettava nain saatuun
eksponenttiin.

Oikeiksi todistettujen laskusaantéjen avulla voidaan kuitenkin

17, sopivien tulolausekkeiden nelid- ja/tai kuutiojuuri laskea ilman juurrettavan tar-
kempaa laskemista

2°. sopivien tulolausekkeiden osamaaraa supistaa ennen jaettavan ja jakajan tar-
kempaa laskemista.

 Esimerkki. /3% +4 =9+ 16 =25 = 5.

: V32 + 42 ei suinkaan ole /32 +V42 =3+4=7.
V132 —122 = /169144 = /25 = 5.
J13% —122 ei suinkaan ole 132 —\122 =13 -12=1.
J0.52 2002 =+/0.25- 40000 =+/10000 =100.

Laskulain Va-b =+/a-+/b mukaan saadaan helpomminkin
J0.52.200% =+/0.52 -/200% =0.5-200 =100.

_______________________________________________________________________________________________________________________

4000+200 _ 4200 _ 42

Esimerkki. 500+100 _ 600 _ 6 =7, missa laskut on laskettu oikeassa jarjestyksessa. |
4000+200 i i 4000 , 200 _ _
500 +100 ei suinkaan ole 500 +—100 8+2=10.
Virheellisesti "termeja supistamalla” saatava lauseke
8 2
4000+ 26Q, f’+\251 antaa vaaran tuloksen 5.
1 * 1

Oikein olisi erottaa seka osoittajasta etta nimittdjasta yhteinen
tekija 100, jonka voi supistaa pois:

4000+200 _ 100 -(40+2) _42 _,

500+100 100 - (5+1) 6

Timo Ojala ja Timo Ranta: Matematiikan perustietojen kertaus

samk f

15



. Esimerkki. 10347 =10%%° =10(>% =107 =10000000 . Huomaa, etta moniin
tietoteknisiin apuvalineisiin sybte on kirjoitettava yhdelle riville, jolloin edellisesséa

. lausekkeessa on kaytettdva sulkeita seuraavasti 10+ (3-4-5). Jos lausekkeen kir-
joittaa ilman sulkeita muodossa 10*3-4 -5, niin sen arvoksi saadaan normaalein
laskujarjestyssaanndin 1023-4-5=1000-4-5= 4000 -5 =3995.

Huomautus. "Pitkan viivan" sisaltavia lausekkeita laskimeen kirjoitettaessa on ol-
tava erityisen huolellinen, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

! 8+4 12
. Esimerkki. Koska 133 :T =3, niin ensimmainen lauseke on kirjoitettava las-

. kimeen sulkeita kdyttaen muodossa (8 +4)/(1+3). Jos sulkeita ei kirjoiteta, niin
lausekkeen arvo on 8+4/1+3 = 8+4+3 = 15.

. Vastaavasti laskettaessa laskimella lauseke v9+16 = V25 =5 on juurrettava kirjoi-
tettava sulkeisiin \/(9+16). Jos naet sulkeita ei kirjoiteta, niin juurenotto vaikuttaa

vain lukuun 9 luvun 16 jdadessa juuren ulkopuolelle: \/9+16 =3+16=19.

_______________________________________________________________________________________________________________________

Mikali laskimesi nayttaa lausekkeet oikeassa muodossa, niin aina esimerkin
kirjoittamisen jalkeen sinun kannattaa huolellisesti tarkistaa, miten laskimesi
on tulkinnut syéttamasi lausekkeen.

. Esimerkki. Mikali laskin nayttaa lausekkeen oikeassa muodossa, niin edellisen

, 8+$+3, (9+16) ja V9 +16,

| 8+4
esimerkin lausekkeet nakyvat muodoissa 153

jolloin on helppo nahda, tuliko lauseke kirjoitettua oikein.

Huomautus. Kasinkirjoitetussa ja painetussakin tekstissa kaytetaan laskujarjestyk-
sen osoittamiseen joskus kolmenlaisia sulkeita: kaarisulkeita ( ), hakasulkeita [ ] ja
aaltosulkeita { } . Tama tietenkin auttaa sisékkaisia sulkeita sisaltavan lausekkeen
hahmottamista.

On kuitenkin huomattava, etté yleensa tietoteknisissa apuvalineissa voidaan
laskujarjestyksen osoittamiseen kayttaa vain kaarisulkeita, silla esimerkiksi
hakasulut ovat monasti vektorin ja matriisin tunnuksena.
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5. VAROTTAVIA MERKINTOJA

Perinteellisesti merkinnassa a° lasketaan ensin koko ylanurkassa oleva ekspo-
nenttilauseke b°, jolloin esimerkiksi
2% = 20" — 281 < 2.42.10% .

Mikali kirjoitat saman lausekkeen laskimeen ilman sulkeita 2 #3 * 4, niin jotkin las-
kimet noudattavat perinteellista laskujarjestysta, kun taas toiset laskimet ja tauluk-
kolaskentaohjelma Excel suorittavat samanarvoiset laskutoimitukset vasemmalta
oikealle yleisen sopimuksen mukaan, jolloin saadaan

2% =(2°)" =8* =4096.
Koska matematiikan oppikirjoissa ja joissakin tietoteknisissa apuvilineissa
muotoa a” olevat lausekkeet tulkitaan eri tavoin, niin kyseisessa lausek-

keessa olisi syyté kayttaa aina sulkeita sen mukaan, kumpaa lauseketta (&)

vai a(bc) on tarkoitus tarkastella. Sulkeita kaytettaessa kaikki apuvalineet laskevat

lausekkeen niin kuin on merkittykin.

liman sulkeita olevaa etumerkillista potenssimerkintaa -a” kannattaa valt-
taa, silla tamankin apuvilineet tulkitsevat eri tavoin.
Yksinkertaisena esimerkkina tarkastelemme lauseketta —12.

- Matematiikan jarjestyssaantdjen mukaan potenssiin korotus 1> =1 suoritetaan
ennen etumerkin huomioimista, jolloin lausekkeen arvoksi saadaan —1.

- Ainakin tdman kertausoppaan kirjoittajien kaytdssa olevat laskimet antavat
etumerkkimiinuksen avulla kirjoitetun lausekkeen —1*2 arvoksi —1, kuten ma-
tematiikassa perinteellisesti pitaisikin.

- Kokeilepa, mita sinun laskimesi antaa vastaukseksi! Huomaa, ettd monissa
laskimissa on kaksi eri miinusmerkkia ja nyt tarkasteltavassa lausekkeessa pi-
taa kayttaa "etumerkkimiinusta”. Jos kaytat lausekkeen kirjoittamisessa "va-
hennyslaskumiinusta”, niin silloin ainakin osa laskimista vahentda edellisen
laskun lopputuloksesta luvun 12 eli, jos edellisesta laskusta olet saanut vasta-
ukseksi vaikka luvun 20, niin laskin tulostaisikin vastaukseksi uuteen syottee-
seesi luvun 19.

- Taulukkolaskentaohjelma Excel tulostaa kaavan =-1"2 arvoksi luvun 1 eli
Excel suorittaa ensin ykkdsen merkinmuutoksen ja korottaa sitten negatiivisen
luvun neliddn saaden positiivisen lopputuloksen. Excel tulkitsee siis kaavan
=-172 toisin kuin matematiikassa perinteellisesti tehddan ja ainakin useim-
mat laskimetkin tekevat.

Virheiden vélttdmiseksi lauseke —a" kannattaa siis aina kirjoittaa sulkeita kayttaen

joko (-a)* n tai —(a” n) sen mukaan, missa jarjestyksessa laskut on laskettava.
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6. LASKULAKEJA

Peruslaskutoimituksia +,—,x, / ja " siséltavien lausekkeiden sieventdmisessa
voi hy6dyntad seuraavassa tarkasteltavia laskulakeja.

Yhteenlaskun vaihdantalaki. Summan arvo on rippumaton termien jarjestyksesta.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

. Esimerkki. Yhteenlaskun vaihdantalain perusteella summamuotoinen symboleja
sisaltava lauseke kirjoitetaan usein "kauniimpaan” tai vakiintuneempaan jarjestyk-
. seen, joka voi perustua esimerkiksi symbolien aakkosjarjestykseen tai polynomissa |
. termien astelukuun. Esimerkiksi '
' b+a=a+b,

b-f-a+d+c=—-a+b+c+d-f,

4
5x° -3+ x*-2x° ={ ):(3+_52x)f +25§;::’4 tilanteesta riippuen.

. Esimerkki. Yhteenlaskun vaihdantalakia voi kdytté4 apuna numeerisen lausek-

. keen arvon laskemiseen paassa. Seuraavassa laskussa on kaytetty hyvaksi vain =~ |
| yhteenlaskun vaihdantalakia, minka jalkeen on suoritettu aina yksi laskutoimenpide
kerrallaan, jolloin laskusuoritukset nayttavat kovin pitkilta vaikkakin ovat helpot. |
| -196-244+765+245-766+198

-196+198 -244 + 245+ 765 - 766

= 2—-244+245+765-766

= —242+245+765-766 = 3+765-766 = 768-766 = 2.

Tassa esimerkissa kannattaisi kdyttaa myos yhteenlaskun liitantalakia, kuten kohta
. ndemme.

. Esimerkki. Kertolaskun vaihdantalain perusteella tulomuotoinen lauseke kirjoite-

| taan usein “kauniimpaan” tai vakiintuneempaan jérjestykseen, esimerkiksi

' b-a=a-b,

! y'5-x-7z'a-x/§ :5'7z-\/§'a'x'y (kirjallisuudessa tavallisesti 575x/§axy) )
Tulolausekkeessa on yleensa

. - ensin numerokertoimet jarjestyksessa kokonaisluvut, 7, juuret

- sitten kirjainsymbolit jarjestyksessa vakiotekijat a, b, ¢, ... , muuttujat ¢, x, y, z. !
. Tekijdiden jarjestys on matemaattisesti merkityksetdn, mutta esimerkiksi opinnayte- |
| tydta tai muuta julkaisua tehdessa kannattaa mallia katsoa erityisesti oman alan '
kirjallisuudesta, jolloin julkaisu vaikuttaa huolitellulta.
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Yhteenlaskun liitantalaki. Summalausekkeen arvo ei muutu, vaikka sen termit
ryhmiteltdisiin suluilla miten tahansa.

Tama on voimassa lasku-
jarjestyssaantéjen mukaan

=a+(b+c) | Yhteenlaskun liitdntalain mukaan

Esimerkki. a+b+c=(a+b)+c

. Esimerkki. a+b+c+d

=((a+b)+c)+d | Laskujarjestyssaantdjen mukaan
(a+b)+(c+d)
a+(b+(c+d)) Yhteenlaskun liitantalain

= mukaan saatavia muita
a+(b+c)+d yhtapitavia muotoja
a+((b+c)+d)

. Esimerkki. Seuraavassa lasketaan aikaisempi esimerkki uudelleen kayttaen ensin
. yhteenlaskun vaihdantalakia ja sitten viela liitantalakia:
()
—196-244 +765+245-766 +198 =—-196 + 198 -244 + 245 + 765 - 766
=(—196+198)+(—244 +245) + (765-766)=2+1-1=2.
%/—/

, (+%)
Huomaa, ettd summalausekkeen kohdassa (x) on termit —244 ja 245. Koska mii-
nusmerkki on vain edellisen termin etumerkki, niin sita ei saa ottaa myos jalkim-
. maisen termin etumerkiksi kuten virheellisesti meneteltaisiin, jos termit kohdassa
| (++) ryhmiteltdisiin suluin muotoon —(244 + 245).

Kertolaskun liitantéalaki. Tulolausekkeen arvo ei muutu, vaikka sen tekijat ryhmi-
teltéisiin suluilla miten tahansa.

Esimerkki. a-b-c-d

=((a-b)-c)-d | Laskujarjestyssaantéjen mukaan
(a-b)-(c-d)
a-(b-(c-d)) Kertolaskun liitantalain

= mukaan saatavia muita
a-(b-c)-d yhtpitavia muotoja
a-((b-c)-d)

Esimerkki. Tassa esimerkissd muokataan yhdelle riville kirjoitettu kerto- ja jako-
laskutoimituksia sisaltava lauseke kahden tulon osaméaaraksi
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. . Jakomerkit : ja / ovat taysin samanarvoiset ts. ne

a-b:cld-e:f voi halutessaan vaihtaa toiseksi
= a-b%%- e'% | Luvulla jakaminen vastaa k&anteisluvun kertomista
B D Kertolaskun vaihdantalain mukaan tekijéiden
- c d f jarjestyksen saa vaihtaa
_(a-b-e). 111 Kertolaskun liitdntalain mukaan tekijat saadaan
B cdf suluilla rynmitelld vapaasti
—(a-b-e) 1 Murtolausekkeet kerrotaan siten, etta osoittajat
B c-d-f kerrotaan keskenaan ja nimittajat keskenaan
=(a-b-e):(c-d-f) | Kaanteisluvun kertominen vastaa luvulla jakamista

ab-e

| Jakomerkki : on korvattu vaakasuoralla jakoviivalla

Huomautus. Edellisen esimerkin mukaisesti jokainen yhdelle riville kerto- ja jako-
merkkeja kayttaen kirjoitettu tulo voidaan ilmeisesti kirjoittaa yhta vaakasuoraa ja-
koviivaa kayttden murtolausekkeeksi, jonka nimittdjaan tulevat tekijoiksi ne luvut ja
kirjaimet, joita edeltdd jakomerkki, ja osoittajaan tulevat kaikki muut tulon tekijat.

_______________________________________________________________________________________________________________________

______________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Sievennetdin seuraava poikkeuksellisen helposti supistuva lauseke
. kirjoittamalla se murtolausekkeeksi kayttaen vaakasuoraa jakoviivaa:

20
234:71:33-660-71° :5:712 - 468 = 234 B80T _ 202=2.
/7/{:3{5}14/)?& 5.

Osittelulaki. Kaksi summalauseketta kerrotaan keskenaan siten, ettd ensimmai-
sen summalausekkeen jokaisella termilla kerrotaan jalkimmaisen summalausek-
keen jokainen termi ja lopuksi saadut tulot lasketaan yhteen.

Esimerkki. Suoritetaan kertolasku osittelulain mukaisesti
! (a+b)-(x+y+z)=a-x+a-y+a-z+b-x+b-y+b-z.

Huomautus. Osittelulain soveltamisen jalkeen saatua summalauseketta voidaan
tietenkin edelleen muokata laskulakeja kayttaen siten, ettd keskenddn samanmuo-
toiset termit yhdistetdan yhdeksi termiksi. Samanmuotoisilla termeilla tarkoitetaan
sellaisia termeja, joiden (oleellisin) kirjainosa on sama, mutta numerokertoimet (tai
muutoin v@hempiarvoiset kertoimet) voivat olla erilaisetkin.
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. Esimerkki. Sievennetaan lahtélausekkeet

osittelulaki
(a+b)?*=(a+b)-(a+b) = a-a+a-b+b-a+b-b

kertolaskun yhdistetdan saman-
vaihdantalaki muotoiset termit

= &a+ab+ab+b’ = a+2-ab+b

(a=bf =(a—b)-(a=b) = a-a+a-(=b)+(~b)-a+(-b)-(=b)

kertolaskun yhdistetd&dn saman-
vaihdantalaki muotoiset termit

= a-ab-ab+b? = a’-2-a-b+b?
osittelulaki

(a+b)-(a-b) = a-a+aA<b)+ba+b-(-b)=a-b

Edellisessa esimerkissa johdettiin kolme tulosta, jotka on osattava ulkoakin, koska
niitd kaytetdan myéhemmin mydés takaperin:

(a+b? =a"+2-a-b+b°
(a-b)’=a*-2-a-b+b°
(a+b)-(a-b)=a* - b

Edelliset sdannét kannattaa opetella myds sanallisesti:

Kahden luvun summan nelié on lukujen neliéiden summa lisattyna samojen luku-
jen kaksinkertaisella tulolla.

Kahden luvun erotuksen nelié on lukujen nelididen summa vahennettyna samo-
jen lukujen kaksinkertaisella tulolla.

Kahden luvun summan ja erotuksen tulo on samojen lukujen nelididen erotus.

Huomautus. Erityisesti kannattaa huomata, ettd (a+ b)* eiole a® + b°.

. Esimerkki. Sievennetaan aukikertomalla muuttujan x polynomia
P(x)=(x*+a-x+b)-(x+¢c)=x*-x+x*-c+a-x-x+a - x-c+b-x+b-c
=x*+c-xX*+a-x*+a-c-x+b-x+b-c=x*+(a+c)-x*+(a-c+b)-x+b-c.

Samanlaisella alleviivauksella merkityt muuttujan x samanasteiset termit ovat sa-
| manmuotoisia, vaikka niiden (vihemman tarkeét) kirjainosat eroavatkin, ja niinpa
. muuttujan x samanasteiset termit on yhdistetty kayttaen osittelulakia takaperin.
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Esimerkki. Sievennetdadn kahden muuttujan x ja y polynomia
Q(x,y)=(x—4y)*-2-(x—4)* -3-(3y+1)® | Kayta kaavoja (atb)’ =a° +2ab+b’
(X®-2-x-4y+(4y)?)-2(x*-2-x-4+42)-3-((3y)2 +2-3y-1+1?)

| Muista, ettd kertoimet -2 ja -3 vaikuttavat jokaiseen sulkeitten sisélla olevaan termiin

x=2—8xy+1 6y° —2x°+16x-32-27y*-18y-3 | Yhdistd samanmuotoiset termit
=—x*-11y*-8xy+16x—18y-35

Edellisesta esimerkistéd poiketen termeja -8 xy ja 16x ei ole tapana yhdistda muo-

. toon (-8y +16)- x, vaikka se ei olisikaan v&arin. Muuttujien x ja y toisen asteen

polynomi esitetdan nimittain tavallisesti muodossa Ax* +By®+Cxy+Dx+Ey+F
. jossa kertoimet A, B, C, D, E ja F ovat lukuja tai lukuja esittévia symboleja.

Huomautus. Lausekkeiden sieventamiseen liittyy monia "sanomattomia sopimuk-
sia”, joista rutinoitunut laskija pitaa kiinni, mutta joista poikkeaminen on kuitenkin
korkeintaan "kauneusvirhe”.

Sieventamisessa kaikkein tarkeinta on aina matemaattisten virheiden ehdoton
valttaminen ja sellaisen muodon saaminen, jota esimerkissa selvasti kysyttiin tai
josta tehtavan suoritusta voidaan tarvittaessa jatkaa eteenpain.

7. KOKONAISPOTENSSI

Potenssimerkinnassa a” perusrivilla on kantaluku a ja ylanurkassa eksponentti n.
Seuraavassa kerrataan lyhyesti kokonaispotenssin maaritelma ja laskulait.

Maaritelma. Olkoon a mielivaltainen reaaliluku ja n positiivinen kokonaisluku.
Maaritelldaan luvun a n. potenssi
a"=a-a-...-a.
\_ﬁf___J
n kpl
Jos lisaksi a# 0, niin maaritelldén edelleen
a’=1
a1
a =—
a
Esimerkki. 2°=2.2.2=8 |, 5°=1 | (-2)* = L . _1 )
(-2)* 16
Siirrytdédn selvempaén
. merkitsemistapaan . ) i . i
=2 = —(2*)=-16 | Muista, ettd Excelissa —2* =(-2)* =16 .
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Huomautus. Lausekkeita 0° ja 07" ei maaritelld, kun eksponentti —n on negatiivi-
nen kokonaisluku.

Edella maaritellylle kokonaispotenssille on voimassa laskulait:

Lause. Olkoot a ja b mielivaltaisia reaalilukuja (tarvittaessa # 0) sekd m ja n
kokonaislukuja. Silloin

am.g" = g™" Samankantaiset potenssit kerrotaan keskenaén
siten, etta eksponentit lasketaan yhteen.
a’  _nn Samankantaiset potenssit jaetaan keskenaan
2 a siten, etta eksponentit vahennetaan.

(a-b)"=a"- b’ Tulo korotetaan potenssiin siten, etta
kukin tekija erikseen korotetaan potenssiin.

a ’ _ a_” Osamaara korotetaan potenssiin siten, etta osoit-
b b’ taja ja nimitt4ja erikseen korotetaan potenssiin.
(a’")" _ g Potenssin potenssi lasketaan
- kertomalla eksponentit keskenaan.

. Esimerkki. Todetaan edellisen lauseen kohdat oikeiksi siin& erikoistapauksessa,
. missa m=5 ja n=3.

kertolaskun liitdnta-
laki takaperin

' a"-a"=a"-a’=(a-a-a-a-a)-(a-a-a) = a-a-a-a-a-a-a-a=a*=a*=am",
' a" & aaaaa s 53 mm
a" a aaa
| kertolaskun liitanta-
E 3 laki takaperin
' (a-b)"=(a-b)’=(a-b)-(a-b)-(a-b) = a-b-a-b-a-b
' kertolaskun kertolaskun
vaidantalaki litantalaki

= aaabbb = (aaa)bbb=ab=a"b",

Murtolausekkeiden

(f]n_[fja—é.é.é ek aaa_d _a
bbb b-b-b b b’

(a")" =(a°) ' =(a-a-a-a-a)’=(a-aaaa)aaaaalaaaaa

Kertolaskun liitanta-
laki takaperin
53 m-n

= a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a-a=a”°=a°*=a
m

: a
i Tarkastellaan viela lauseketta ?, kun m=2<5=n. Talldin

2
a’ a ﬁ/a i g8 =gt =gm"
n 5 3 -
a" & aaaaa a
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Huomautus. Edellisen lauseen tulokset ovat voimassa vain tulo- ja osamaaralau-
sekkeille. Vastaavia tuloksia ei voi kayttaa summa- ja erotuslausekkeiden kasitte-

lyyn.

. Esimerkki.
a*+a° eivoida sieventdd muuten kuin yhteisen tekijan erottamisella a* - (a° +1) .
at+a*=2-a.
7.8 +2.28=(7+2)-8°=9.-8.
a’-a® eivoida sieventdd muuten kuin yhteisen tekijan erottamisella a3-(a"’—1).§
a-a =0. '
7.a-2.8°=(7-2).8 =52
(a+b)® eiole & +b° vaan
(a+b)’ = (a+b)-(a+b)-(a+b)=(a-a+a-b+b-a+b-b)-(a+b) =
| = a-a-a+a-a-b+a-b-a+a-b-b+b-a-a+b-a-b+b-b-a+b-b-b

= a+3-a-b+3-a-b*>+b°.
Sovelletaan edellista tulosta, kun a=10 ja b=1:
11*=(10+1)°=10°+3-10°-1+3-10-1* +1° =1000+ 300+ 30 +1=1331.

. Esimerkki. Suorita laskimella kertolasku 98.765-10* -87.654 -10° viiden merkit-
1 sevan numeron tarkkuudella.

Moniin laskimiin sydtteen voi kirjoittaa yhdelle riville muodossa
j 98.765-10743-87.654-1032.
' Tulkitse laskimesi vastaus ennen kuin luet esimerkkia eteenpain.

. Todennakdisesti laskimesi kirjoittaa vastaukseksi 8.65714731E78, mika tarkoittaa
- lukua 8.65714731-107 . Halutulla tarkkuudella vastaus on siis 8.6571-10".

Merkinnalla xEn laskin tarkoittaa siis lauseketta x-10" .

Mikali laskimesi ei pysty suorittamaan esimerkin kertolaskua, niin voit muokata las-
. kettavaa tuloa vaihdanta- ja liitdntélakeja kéyttden seuraavasti '
98.765-10* .87.654-10% =98.765-87.654-10* -10% =8657.1-10%%*%

laskimella

=8657.1-10° =8.6571-10"° .
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Huomautus. Edellisen esimerkin voit kirjoittaa useimpiin laskimiin syétteella

98.765|EE}43-87.654EE[32 |

missa on painettava laskimen EE-n&ppaintad merkinnan kohdalla. Huomaa,
ettd esimerkiksi 567 on laskimissa luvun esitysmuoto ja se vastaa sulkeissa
olevaa tulo- ja potenssilauseketta (5-10267) seuraavan esimerkin mukaisesti.

. Esimerkki. Lauseke Syobte kympin

potensseilla XEn-merkinnalla
. 34
% ‘ 2.10"34/(5-10%67) | 2[EE|34/5[EE]67 ‘ AE-34=4.10"%

Huomaa, etta ilman sulkeita oleva syéte 2-10734/5-10°% tarkoittaa lauseketta
E 2'1034 ‘1067 :4‘10100.

. Esimerkki. Yhteenlasku 3-10%%¢ +2.10%* ylitt44 laskimen kapasiteetin ja laskin

. voi iimoittaa tulokseksi "adrettdman suuren”, "aérettdmyyden” oo, mika ei kuiten-
kaan pida paikkaansa. Miten lasku kannattaisi laskea kasin ilman laskinta?

Hankalat yhteenlaskut suoritettiin peruskoulussa allekkain, tosin yleensa pienem-
. milla luvuilla kuin esimerkissamme. Nainh&n se tapahtui:

3456 nollaa

3000...000000...000
+ 2000...000
\—ﬁ/__J

2345 nollaa

3000...002000...000 = 3-10%*° .

3456 numeroa, joista 1110
ensimmaista on nollia, sitten on
kakkonen ja 2345 nollaa

. Termeista néet jo paalle, etté vaikka jalkimmainenkin termi on hyvin suuri, niin se
. on kuitenkin "mit4ttéman pieni” ensimmaéiseen termiin verrattuna, jolloin summan
. arvo riippuu kaytannosséa vain ensimmaisesta termista.

. Esimerkki. Suoritetaan vahennyslasku 9.8765-107'%** —1.2345.107'%°° allekkain

1233 nollaa
0.000...0009876500 Lihavoidut desimaalit
~ 0.000...0000012345 ovat epatarkkoja ja siksi
S ne on syyta pyoristaen
katkaista pois.
0.000...0009864155 ~ 9.8642-10'%**

Voit ottaa myds kympin sopivan potenssin tekijaksi
9.8765-107'%%* —1.2345.107'?%* =(9.8765-1.2345-107%)-107"%*
=(9.8765-0.012345)-107"%** =9.864155-107'%** = 9.8642-107"%** .

_______________________________________________________________________________________________________________________
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9. YKSIKONMUUNNOKSISTA

Fysiikan yksikéiden tarkeimpia kerrannaisyksikgita Etuliite | Lyhenne AI’:/20
esittavat etuliitteet seka niiden lyhenteet ja arvot tera T 10
selvidvat seuraavasta taulukosta. giga G 10°
: . y mega | M 10°
Taulukossa on esitetty myos tutut etuliitteet , 5
sentti (c) ja desi (d), vaikka niiden kaytto ei ole kilo |k _____|10°_
suositeltavaa. desi |d 0.1
sentti | c 0.01
milli m 107
mikro |y 10°°
nano |n 10°
piko |p 107"

Huomautus. Yksikon etuliite (esimerkiksi kilo, k) liittyy kiinteasti yksikk6on
(esimerkiksi metri, m) siten, ettd merkinnassa km? etuliitteen ja yksikon vali-
nen kertolasku on matematiikan normaalisaanndéista poiketen suoritettava
ennen potenssiin korotusta ts.

km? = (km)® = (1000 m)® =1000° m?* =10° m*®.

Etuliitteellda kertominen poikkeaa siis tavallisilla luvuilla ja muuttujilla tapahtuvasta

kertomisesta. Normaalien laskujarjestyssaantdjen mukaisesti matematiikan mer-

kinndssa ab® potenssiin korotus suoritetaan ennen kertolaskua, jolloin
ab®>=a'-b* .

Korostaaksemme matematiikan tavallisen merkitsemistavan ja fysiikan kerrannais-
yksikdn etuliitteen eroa jatkossa esimerkiksi nelidkilometri km? merkitaan tassa ker-
tausoppaassa yksikbnmuunnoksia suoritettaessa ensin selvemmassa muodossa
(km)?, johon vasta sitten sulkeiden sisdan sijoitetaan etuliitteen arvo.

. Esimerkki. 5km?2 =5 (km)?=5-(1000m)? =5-10002 m2 =5-10% m?
' 2mm?® =2 (mm)’=2-(10°m)®*=2-(10°%)*m® =2.10° m°®
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Huomautus. Kiinnitd huomiota edellisessa esimerkissé esiintyneiden yksikdiden
lukutapaan:

Lyhenne km? luetaan nelidkilometring, joka viittaa nelid6n, jonka sivu on kilo-
metri ja ala siis (1km)? = (1000 m)® =10° m?. Lukutavan alkuosa "nelié” koros-
taa sita, ettd koko loppuosa “kilometri” korotetaan nelidén. Lyhennettd km?® ei
saa lukea kilonelidmetring, joka tarkoittaisi tuhatta nelidmetria. Taman vaaran
lukutavan keskiosa "neli¢” viittaa siihen, etta vain sanan loppuosa "metri” koro-
tetaan neli6dn, jonka jalkeen kerrotaan vield kilolla (eli tuhannella).

Vastaavasti lyhenne mm?®luetaan kuutiomillimetrina, joka viittaa kuutioon, jon-
ka sarma on millimetri ja tilavuus siis (1 mm)® =(10°m)®> =10° m®. Lyhennetta
ei saa lukea millikuutiometring, joka tarkoittaisi tuhannesosaa kuutiometrista.

Huomautus. Taulukon etuliitteiden arvoja ja ensimmaista huomautusta kayttaen
yksikbnmuunnokset voi palauttaa aivan tavallisiksi sievennystehtaviksi.

Mm® 6mm*
Esimerkki. Lausu perusyksikdiden avulla a) > ) >

Mm 2km

a) 8 Mm?® _ 8 -(Mm)? _ 8-(10°m)? _ 8-10°°*m?® _ 8-10"®m?® _o.10™ 2

: 4 um*  4-(um)®>  4-(10°m)®> 4.10°°m*® 4.10"m?

=2.10m

i 4 ) 4 10-3 m)4 1012 m?

b) 6mm2 :6 (mm)2 :6 (‘|03 m)2 :6 10 : m_2:§_10—12—6m2 —3.107® m?

: 2km 2-(km) 2-(10°m) 2-10° m* 2

Esimerkki. Muunnetaan auton polttoaineen kulutus 1O7O|tkr yksikdihin mm?. |

Muunnos tapahtuu korvaamalla osoittajassa litra ensin kuutiodesimetrilla ja sitten
. desimetri sadalla millimetrilla. Nimittajassa kilometri lausutaan ensin
| metreina ja metrit lopuksi millimetreina.

3 3 7-(100 mm)°
7 7dm® _ 7(dm) _ (100 mm) 007 mm?.
100 km 100 km  100-1000 m  100-1000-1000 mm =———
=1000m =1000mm

Vastaukseksi saatu pinta-ala kuvaa sen polttoainevanan poikkipinta-alaa, jonka
. auto "tupruttaa” pakoputkesta matkan varrelle (tosin todellisuudessa enemman ti-
. laa vaativina, padosin kaasumaisina paastoina).

_______________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Erityisesti perinteellisiin yksikoihin liittyy muuntokertoimia, jotka eivat
ole kympin potensseja: Esimerkiksi 1 h =60 min =60-(60 s)=3600 s.
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Esimerkki. Muunnetaan kiihtyvyys 5.00 :—T yksikdihin rrS1£n
. . 6
5 00 k_T:5. 1000 m2 :5_1000 10002mm _ 5 102 _min 0386 min
h (3600 s) (3600 s) 3600° s S

. Esimerkki. Muunnetaan nopeus 2.5 mm/s yksikdihin m/h lausumalla millimetrit
. metreina ja sekunnit tunnin osina:

-3
25 MM _o5.10°M _55.40%.3600. 0290 ™.
S h h h
3600

10. MURTOLAUSEKKEISTA

Murtoluku tarkoittaa kahden kokonaisluvun osaméaaraé, esimerkiksi %

Murtolauseke tarkoittaa kahden lausekkeen osamaaraa, esimerkiksi Z;; , 1

1.1
Xy

(Paa)jakoviivan ylapuolella oleva lauseke on jaettava eli osoittaja ja alapuolella
oleva lauseke on jakaja eli nimittaja.
Jotta murtolauseke olisi maaritelty, niin nimittajan pitda olla erisuuri kuin nolla.

Lause. Murtolausekkeen arvo ei muutu, jos se supistetaan tai lavennetaan.

Murtolauseke lavennetaan siten, ettd osoittaja ja nimittaja kerrotaan samalla nol-
lasta eroavalla luvulla tai lausekkeella:

Y17 417 68 ) A (x-y)-1 Xy _Xy _XxXy

25 4-25 100 l+l (Xy)(l+l) X.y.l+x.y.l y+Xx Xty
Xy Xy X y

Murtolauseke supistetaan siten, etta (koko) osoittaja ja (koko) nimittaja jaetaan
samalla luvulla tai lausekkeella:

E(ZZ%:E a-x+ay A-(x+y) x+y

12 12/2 6 a-b A-b b
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Huomaa, etta termia (= summalausekkeen yhteenlaskettava) tai termin teki-
jaa ei saa supistaa. Seuraavat "supistukset” ovat siis vaarin:

de+7 VAARIN!!
7 = 12, vaarin, silla eihdn koko osoittajaa ole jaettu kahdella,

,é-x+a-y vAAiuN!! x+a-y
A-b b

, vaarin, silla eihan koko osoittajaa ole jaettu a:lla.

Lause. Murtolausekkeet, joissa on sama nimittdja, lasketaan yhteen siten, etta
osoittajat lasketaan yhteen ja nimittaja sailyy alkuperaisena. Tarvittaessa murto-
lausekkeet lavennetaan ensin samannimisiksi:

2,3_2+3_5
7 7 7 7
Lavennetaan siten, etta uusi nimittaja
= alkuperdisten nimittajien pieEin 2)
24_1 yhtemiuaettavafse 3)2 1_ 5,3+7_2 _15_‘_14_@
12 18 12 18 12.3 18.2 36 36

Vastaavasti vdhennyslasku:

d) b)

_ _ad_cb_ad-bc
b-d d-b b-d

ol
Qlo
ol
Qlo

Huomautus. Annettujen nimittdjien pienin yhteinen jaettava (p.y.j.) I6ydetaan esit-
tamalla ensin kukin nimittaja alkutekijéiden tulona ja ottamalla sitten pienimpéaan
yhteiseen jaettavaan kutakin alkutekijaa niin monta kappaletta kuin niita on siina
nimittajassa, jossa niitd on eniten. Kukin kirjainmuuttuja ajatellaan omaksi alkuteki-
jaksi.

Esimerkki. Etsi nimittdjien 16ab, 24a°b, 60a® ja 75¢ pienin yhteinen jaettava.
| 16ab=[2*] a-[]
2482b=2°.[3] [2%] b

60a° =2°.3.5.4°
75¢=3-[52] [c]
p.v..=[2*]-[3][52] [&] [6]-[c] = 120042b¢

Jokaisesta esiintyneesta alkutekijasta
on yksi korkeimmista potensseista
selvyyden vuoksi kehystetty.

Huomautus. Alkutekijdiden 16ytymista voi helpottaa seuraavilla muistisaannailla:
Kokonaisluku on jaollinen luvulla
2, jos luvun viimeinen numero on parillinen,
- 3, jos luvun numeroiden summa on jaollinen kolmella,
- 5, jos luvun viimeinen numero on 0 tai 5.
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Lause. Murtolauseke kerrotaan luvulla tai lausekkeella siten, ettd murtolausekkeen

osoittaja kerrotaan kyseisella luvulla tai lausekkeella:
. . . . . 2.
2.3.23_6 bx Abbx bx
1111 11 ay Ay y

Lause. Murtolauseke jaetaan luvulla tai lausekkeella siten, ettd murtolausekkeen
nimittaja kerrotaan kyseisella luvulla tai lausekkeella:
b-x

Sam;l toisin E b samlz(i‘toisin /6
merkittyna merkittynid .

S,™™ 11 8 3 DX g, I Yy X - X
11 2 112 22 ay ab ayap ay

Lause. Murtolausekkeet kerrotaan keskenaan siten, etté osoittajat kerrotaan kes-
kendan ja nimittajat kerrotaan keskenaan:

25_25_10 ax bx_Axbx_x

37 37 21 byay WyAdy vy

Lause. Lauseke jaetaan murtolausekkeella siten, etta jaettavana oleva lauseke
kerrotaan jakajan kaanteislausekkeella:

- sama toisin 2
a.g Enagr]i%%sgn 2 :a.gzﬁ g§ merk:it%yné L:E.ZZE:H
¢ b b b = 37 5 35 35 15’
c 7
sama toisin u
uu merk_ittyné by _a'X a.y_a.X.a.x_aZ
by ay b-x _b-y'b-x_b-x-b-)(_?'
ay

Huomautus. Murtolausekkeella jakamisen voi suorittaa my6s laventamalla "pik-

kunimittgjien” tulolla tai niiden pienimmalla yhteisella jaettavalla:
3:7)

2 2
e 7.5
® a _ca ac 3 2 3 14
b, b b ’ 5 5 15’
c .2 2 3.%.2
c £ 7 X X
(byr@y) g

a x e I
M @ y)- , , Rllltt'als!'Iaventaa pikku
a N a nimittajien p.y.j:lla a-b-y,

(b'y)'ﬁﬁ/ﬁ‘ b-x b? N b? jolloin ei tarvitsisi en&a

jatkossa supistaa y:lla.

N

.‘9“?“
|

N
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11. POLYNOMILAUSEKKEILLA LASKEMISESTA

Muotoa &, x"+a,, X" +..+a,-Xx+8a, olevaa summaa, missa kertoimet a,

ovat kiinteita lukuja ja x on muuttuja, sanotaan (yhden muuttujan x) astetta n ole-
vaksi polynomiksi.

. Esimerkki. P(x)=3x?>-5x+3 on erés toisen asteen polynomija Q(x)=3 on erés |
' astetta nolla oleva polynomi, jota sanotaan myds vakiopolynomiksi, koska po- |
. lynomin arvo on muuttujasta x riippumatta vakio 3. Sita arvoa, jonka polynomi

. P(x) saa kohdassa x, merkitdan P(x,), niinpa P(5)=3-5?-5-5+3=53.

Huomautus. Nollapolynomi O(x) tarkoittaa polynomia, joka saa kaikkialla vakio-
arvon nolla, O(x) = 0. Nollapolynomin astelukua ei maaritella.

Polynomien yhteen- ja vahennyslasku suoritetaan poistamalla sulut ja yhdistamalla
samaa astetta olevat vastintermit. Sulkeiden edessa oleva miinusmerkki vaikut-
taa tietenkin jokaisen sulkeiden sisalla olevan termin merkkiin.

| Esimerkki. (2x2—5)+(3x%—2x+4)—(2x+1)=2x> —-5+3x> 2x+4-2x—1
| = (2+3)X® +(-2-2)x+(-5+4-1)=5x —4x—2

Polynomi kerrotaan monomilla siten, ettd polynomin jokainen termi erikseen kerro-
taan talla monomilla ja saadut osatulot lasketaan yhteen.

Esimerkki. 2x°-(5x—3)-3x-(4x*-2)=2x* -5x+2x°-(-3)-3x-4x* -3 x-(-2)
' 10X —6X2—12x° +6X=—2X° -6 X2 +6X

Kaksi polynomia kerrotaan keskenaan osittelulakia kayttaen siten, etta ensimmai-
sen polynomin jokaisella termilla kerrotaan toisen polynomin jokainen termi, minka
jalkeen samanasteiset termit yhdistetédan:

' Esimerkki. (2x+3)(4x% = x) = 2x-4x% +2x-(=X) +3-4x% +3-(~x)
’ =8x° —2)% +12x° ~3x=8x° +10x% ~3x

Huomautus. Tulopolynomin aste on tekijapolynomien asteiden summa.

Kahden polynomin osamaaraa voidaan seuraavan esimerkin mukaisesti joskus
sieventaa jakamalla osoittaja ja nimittaja ensin tekijoihin ja supistamalla lopuksi.
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Seka jaettavassa ettd jakajassa Yhden tekijan termit

24X3 —54x voidaan erottaa_yhteinen tekija 6)/(4 X2 _ 9) voidaan Ialfua nelidind 6((2X)2 _ 32 )

10x® +15x2 5x% - (2x +3) 5x-(2x+3)
Nelididen erotus = On makuasia, kertooko

summan ja eftuksen tulo GM(ZX — 3) B 6(2X _ 3) osoittafn auki 12x-18

5x- (2%+3) 5x 5x

Esim.

Polynomia voidaan kutsua tarkemmalla nimella monomi, binomi tai trinomi, jos
siind on vastaavasti yksi, kaksi tai kolme termia.

Huomautus. Polynomi jaetaan monomilla siten, ettd polynomin jokainen termi
erikseen jaetaan kyseisellda monomilla.

it BX BB 8X BX B 42.nm. 3
2x T 2x  2x 2x_4X +2.5%

. Esimerkki.

Monitermisella polynomilla jakaminen on monomilla jakamista tydlaampaa. Polyno-
mi voidaan jakaa toisella polynomilla jakokulmassa seuraavan mallin mukaisesti:

X8 —4x® +5x-2 _
2x° —4x+6

Esimerkki. Tarkastellaan jakolaskua

0.5x° +x -35

—
—
Nv

' Riville (2) on kirjoitettu

3 6 5 4 2
' jakaja jakokulman eteen 2x° —4x+6 x° +0x +Ox4 -4x* +0x* +5x -2 (2) i
' ja jakokulman sisaan on X ~2x +3x 3)
ka tottu iaettava tivdennetivnd 2x' -7x°+0x* +5x -2 (4)!
irjoite _u jae" ava tay en.rje yna. | 24 _4x% +6x (5)
| puuttuvilla vu(.je“nnen, “neljannen j-a t9|§en "7 14x2 —x — 2 (8)1
. asteen termeilla. Naita nollakertoimisia termeja _758 +14x-21 (7) |
. ei valttamatta tarvitse Kirjoittaa nékyviin, mutta +4x°—15x+19 (8)

| jaettavan sisdan on ainakin varattava niille tilaa, silla
i sen asteisia termeja voi laskun kuluessa tulla mukaan.

Ensin jaettavan korkeimman asteen termi x° jaetaan jakajan korkeimman asteen

' termilla 2x°, jonka jalkeen voidaankin merkitd osamaaran ensimmainen termi !
L 0.5x° riville (1). Jaettavan alapuolelle vastintermit kohdakkain riville (3) on laskettu
' tulo 0.5x% - (2x° —4x+6) = x® —2x* +3x°, joka on sitten vahennetty jaettavasta. |
Jaettavaa jaa tdssa vaiheessa viel jaljelle riville (4) merkityt 2x* - 7x®* +5x-2.

. Jaljelld olevan jaettavan korkeimman asteen termi 2x* on taas jaettu jakajan kor-

. keimman asteen termilla 2x*, jolloin voidaankin merkitad osamaéran toinen termi x

: riville (1). Riville (5) on laskettu tulo x-(2x* —4x+6) =2x* —4x* + 6, joka on va-

. hennetty rivilla (4) olleesta jaettavasta ja viela jaljelle jaava jaettava

-7x°

2x°

. viimeisen termin. Jakoa ei voi en3é jatkaa pidemmalle, koska tulon

=-3.5 antaa osaméaaran

~7x° +4x% — x—2 on laskettu riville (6). Jakolasku
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| —3.5-(2x% —4x+6)=-7x% +14x - 21 vahentamisen jalkeen jaava lopullinen jako-
: ja@nnbs 4x* -15x+19 on alempaa astetta kuin jakaja.
Jakolaskun tuloksen voi ilmoittaa esimerkiksi yhtalona

6 3 2
X —ifx +0X—2 _ (15,3 4 x_3.544X 3—15x+19
2x° —4x+6 2x° —4x+6

' tai ilmoittamalla osamaaran 0.5x° + x - 3.5 ja jakojaanndksen 4x* -15x+19.

Huomautus. Edellisessa esimerkissa polynomi x® —4x® +5x -2 on jaettava ja
polynomi 2x® —4x + 6 on jakaja. Koska jako ei nyt mennyt tasan, niin lopputulok-
sena saatiin (ns. vaillinainen) osaméaara 0.5x° + x- 3.5 ja jakojadnnokseksi jai
viela 4x® —15x+19. Naiden valilla on voimassa lukujen yhteydesta tuttu yhtald

Jaettava = jakajaxosamaara + jakojaannds .

Taman yhtalén avulla voi tarkistaa jakolaskun paikkansapitdvyyden. Edellisen esi-
merkin tulos on oikea, koska siina

jakajaxosaméaara + jakojaannds=(2x® —4x+6)-(0.5x% + x—3.5)+(4x* -15x+19)
=x4+2x* —7x*—2x* -4Xx* +14x+3x* +6x—21 +4x> -15x+19=x°-4x® +5x-2
= jaettava .

Huomautus. Polynomien jakolasku on mahdollista suorittaa "auki”, jos jaettavan
aste on vahintaan jakajan asteen suuruinen. Talléin on yleisesti voimassa

Polynomien osamaaran aste = jaettavan aste — jakajan aste .

Mahdollisen jakojaanndksen aste on pienempi kuin jakajan aste .

Huomautus. Jos polynomien jakolasku menee tasan, niin jakojaédnnds on nollapolynomi,
jonka astetta ei ole maéritelty. Tallaisessa tapauksessa voimme kuitenkin ilman suurta
virhetta sanoa, etté jakojaannodksena olevan nollapolynomin aste on pienempi kuin jakajan
aste. Niinpa edellisen huomautuksen jalkimmainen tulos voidaan suurpiirteisesti ilman
suurta virhetta esittdd muodossa

Jakojaannbksen aste on pienempi kuin jakajan aste.

. Esimerkki. Jos viidennen asteen polynomi jaetaan toisen asteen polynomilla, niin
osamaaran aste on 5-2=3. N&in ollen osamaara on muotoa Ax® + Bx* + Cx+ D,
. miss& A = 0, mutta kertoimet B, C ja/tai D voivat olla nolliakin.

' Samassa jakolaskussa mahdollisen jakojaanndksen aste on pienempi kuin 2 el
jakojaénnds on muotoa Ex+ F, missa kertoimet E ja/tai F voivat olla nolliakin.

_______________________________________________________________________________________________________________________
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12. YHTALOIDEN RATKAISEMISESTA YLEISESTI

Yhtalo tarkoittaa kahden lausekkeen merkittyéa yhtasuuruutta. Yhtald on siis kirjoi-
telma, jossa yhtdsuuruusmerkin kummallakin puolella on luvuista ja/tai kirjainsym-
boleista muodostuvat matemaattiset lausekkeet.

Mikali yhtaléssa ei esiinny lainkaan tuntemattomia muuttujia, niin yhtalé on joko
tosi tai epatosi sen mukaan, ovatko lausekkeet yhta suuret vai erisuuret.

Huomautus. Jatkossa me olemme kiinnostuneita sellaisista yhtaloista, joissa esiin-
tyy yksi tai useampi tuntematon muuttuja. Tallainen yhtald voi olla

- Identtinen yhtalo, jos se on tosi kaikilla muuttujien arvoilla. Monet matematii-
kan kaavat ovat identtisia yhtal6ita kuten esimerkiksi
a’-b*=(a+b)a->b).
Tallaisessa identtisessa yhtaléssa yhtasuuruusmerkki = voidaan korvata
merkinnallad = ("identtisesti yhta suuret").

- Ehdollinen yhtalg, jos se toteutuu vain joillakin tuntemattomien muuttujien
arvoilla. Ehdollisia yhtal6ita ovat esimerkiksi
x? = 4, joka toteutuu vain, jos x=12 ,
x+ y =1, joka toteutuu milla tahansa x:n arvolla, kunhan vain y=1-x.

- Mahdoton yhtalo, jos se ei toteudu millaan tuntemattomien muuttujien arvoil-
la. Yhtéld x+1=x+2 on selvasti mahdoton.

Yhtalon ratkaiseminen tarkoittaa tuntemattomien muuttujien kaikkien sellaisten
arvojen hakemista, joilla yhtalé toteutuu. Naita tuntemattomien arvoja sanotaan

yhtalon ratkaisuiksi tai juuriksi.

Yksinkertaisimmat yhtalot voi ratkaista kayttden seuraavia toimenpiteita:

1. Sievennetaan erikseen yhtalén kumpaakin puolta suorittamalla merkittyja lasku-
toimituksia.

2. Yhtalén kummallekin puolelle voidaan lisata (tai vahentad) sama luku tai lauseke.

3. Yhtalén molemmat puolet voidaan kertoa tai jakaa samalla nollasta eroavalla
luvulla tai lausekkeella.
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Voidaan osoittaa, ettd alkuperaiselld yhtaldlla ja siitd toimenpiteilla 1-3 johdetulla
yhtaldlla on samat juuret, toisin sanoen alkuperainen yhtalo ja siité johdettu yhtalo
ovat yhtapitavat eli ekvivalentit. Yhtalén eri muotojen yhtapitavyys voidaan mer-
kita kirjoittamalla eri vaiheiden valiin ns. ekvivalenssinuolet < .

———————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Esimerkki. Ratkaistaan yhtalo 2(x +1) =5(x -2) kayttaen edella esitettyja vaiheita.

By Suoritetaan merkityt
2AAx+1)=5(x-2) laskutoimitukset

Lisataan yhtalén kummallekin puolelle
= 2x+2=5x-10 —2-5x, jotta vakiotermi haviaisi
vasemmalta ja x:t oikealta puolelta

CEy_40_0_ Suoritetaan merkityt
© 2x+2-2-5x=5x-10-2-5x laskutoimitukset

Jaetaan yhtalén kumpikin
puoli luvulla -3

| Yhtalén ratkaisussa olisi hyva merkita kussakin vaiheessa seuraavaksi suoritettava '
. toimenpide yht&lén peréén vaikkapa lyhyestikin seuraavan mallin mukaisesti:

2(x+1)=5(x-2) | Poistetaan sulut
N ox+2=5x-10 | +(-2-5x)
& 2x+2-2-5x=5x-10-2-5x | Yhdistetaan termit
& -3x=-12 | (-3)
= X=4

_______________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Yhtaldn ratkaisemisessa kaytettdva toimenpide 2 voidaan ilmoittaa
myas toisin:

2°. Yhtaléa ratkaistaessa yhtaldon termi (eli yhteenlaskettava) saadaan siirtdd yhta-
I6n toiselle puolelle, kunhan siirretyn termin merkki samalla muutetaan.

Pohjimmiltaan kyse on kuitenkin saman termin lisdamisesta (tai vahentamisesta)
yhtalon kummallekin puolelle.

. Esimerkki. Termin siirron yhtalén puolelta toiselle 2(x+1)=5(x-2)
\ merkkia vaihtaen voi merkita edellisen tehtévan & 2x+2=5x-10
. ratkaisuun vaikkapa viereisen mallin mukaisesti:  2x—5x=-10-2

& —3x=-12 |:(=3)
et X=4 |
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Huomautus. Edelld kasitelty termin siirtamista koskeva ohje koskee vain koko
termia, ei termin tekijaa. Varo siis, ettet vahingossa siirré termin tekijaa merkkia
vaihtaen omaksi termikseen yhtalon toiselle puolelle.

Esimerkiksi yhtalosta 2x =10 ei mitenkdan saada x=10-2 =8, koska talléin
olisit kasitellyt alun perin yhta suuria lausekkeita eri tavoin: olisit jakanut vasemman
puolen kahdella ja oikeasta puolesta olisit vahentanyt kakkosen. Nyt on oikein ja-
kaa alkuperaisen yhtalén molemmat puolet kahdella, jotta uusi yhtalé olisi ekviva-

lentti alkuperaisen kanssa: x = 1?0 =5.

Huomautuksia.

- Yhtalén ratkaisussa ekvivalenssinuolet jatetdén usein pois, varsinkin jos yhta-
I6n eri vaiheet kirjoitetaan allekkain.

- Ekvivalenssinuolia ei saa korvata yhtdsuuruusmerkeilld, koska tallgin kirjoitet-
taisiin nakyviin mahdottomia yhtasuuruuksia:
esimerkiksi edellisen esimerkin kaksi viimeista rivia merkitsisi yhdessa, etta
-3x=-12= x=4 . Tamé& on mahdotonta, koska eihdn —12 voi olla 4.

- Toimenpiteita 2 ja 3 saa kayttaa yhtaléiden ratkaisemiseen, mutta ei lau-
sekkeiden sieventamiseen, koska naissa toimenpiteissa lausekkeen suuruus
muuttuu. Esimerkiksi seuraavanlainen lausekkeen ”sieventaminen” on siis

vaarin:
1.2 Kerrotaan lauseke nimittajien pienimmalla
> 3 yhteisella jaettavalla 6
VAARINI 4 Lausekkeen suuruus muuttui kuusinkertaiseksi, joten
= 6(=+-2) lauseke ei ole enaa alkuperaisen suuruinen! Niinpa
2 yhtdsuuruusmerkki ei ole voimassa taman rivin alussa.
= 3+4=7.

- Mikali ratkaiset yhtalon kayttaen vain toimenpiteita 1-3, niin Idytamiesi juurten
pitaisi yhtaloon sijoitettuna toteuttaa yhtald. Jos yhtald ei kuitenkaan toteudu,
niin tama merkitsee, etta olet tehnyt jossakin laskuvirheen, joka sinun pitéisi et-
sia. Jos et 16yda virhetta, niin sinun tulee johtopaatéksena todeta, etta jossakin
taytyy olla virhe, vaikket sita 16ydakaan. Tallaisessa tapauksessa et saa menna
kirjoittamaan, etta yhtalélla ei ole juuria.

- Tilan sdastamiseksi yhtalén ratkaisemisen useampia vaiheita voidaan esittda
yhdella rivilla. Talldin ekvivalenssinuolet ovat selvyyden vuoksi tarpeen yhtalén
eri vaiheiden valilla:

2(x+1)=5(x-2) & 2x+2=5x-10 & 2x-5x=-10-2
& -3x=-12 & x=4.
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13. ERILAISIA YHTALOITA RATKAISUMENETELMINEEN

Ensimmaisen asteen yhtalo eli lineaarinen yhtalé on muotoa
ax+b=0,
missd a=0. Talla lineaarisella yhtalolla on yksi ratkaisu x = —

[Wilep

Esimerkki. (x+3)? = x-(x+2) | Kerrotaan auki

o X +6x+9=x"+2x | —x*-2x-9

o 4x=-9 | 4
__9
= x==7

Toisen asteen yhtalo a-x2+b-x+c=0 (missa a=0) voidaan ratkaista
kayttéden ratkaisukaavaa

2
2XC4b x1C=0 X:—bim

Esimerkki. 3x*-4x+1=0

4+2_
o yoEHENAS-4-31_4+Ja 442 _| 6 =
23 6 6 |4-2_1

6 3

_______________________________________________________________________________________________________________________

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

6240 _620_) 2 0 _ 3
2-1 2 6 |6-0_5] =
2
. Esimerkki. 3x°-4x+2=0

| Nyta=3,b=-4,c=2

o o HE(4P-432 48
2-3 6

. Koska negatiivisen luvun neliojuurta ei ole maaritelty taman kurssin tiedoilla, niin

| sopiva vastaus on talla kurssilla, ettd yhtalélla ei ole (reaalisia) ratkaisuja .
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Huomautus. Toisen asteen yhtalon ratkaisukaavassa neliéjuuren alla olevaa lau-
seketta sanotaan diskriminantiksi ja se merkitdan usein kirjaimella D=b*-4-a-c .
Jos diskriminantti on positiivinen, niin yhtal6lla on kaksi reaalista juurta, joista toi-
nen saadaan kayttaen nelidjuuren edessa merkkia + ja toinen kayttaen merkkia —.
Jos diskriminantti on nolla, niin kaava antaa saman reaalijuuren kaksi kertaa.

Jos diskriminantti on negatiivinen, niin yhtalélla ei ole reaalisia juuria.

Huomautus. Toisen asteen yhtalén matemaattisesti oikeista juurista toinen on
usein geometrisesti tai fysikaalisesti sopimaton tutkittavan ilmién ratkaisuksi.

Huomautus. Jos toisen asteen yhtald on vaillinainen ts. jos siita puuttuu ensim-
maisen asteen termi tai vakiotermi, niin ratkaisukaavaa ei kannata kayttaa, vaan
nopeampi tapa on menetella seuraavien huomautusten mukaan.

Huomautus. Jos p on positiivinen, niin
XX=p o x=%Jp.

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

. Esimerkki. Maarita nelion sivu s, kun nelibn ala A=12.0 m? .

. Koska A = s?, niin s= +JA=+J12m? =+3.46 m, joista negatiivinen arvo ei tie-
. tenkaan kelpaa nelion sivun pituudeksi.

Huomautus. Ratkaistaessa yhtal64, jossa tulo on merkitty nollaksi, voit kayttaa
tulon nollasaantoa:

Tulo on nolla silloin ja vain silloin, kun ainakin yksi tulon tekijdista on nolla.

______________________________________________________________________________________________________________________

' Esi . 5 B Tama vaillinainen toisen asteen yhtalé
. Esimerkki. x“-5x =0 : e | e
: kannattaa ratkaista tulon nollasdantda kayttaen.

< x-(x=5 =0
< x=0 tai x=5

_______________________________________________________________________________________________________________________

Huomautus. Tulon nollasdantda voi hyédyntada myds korkeamman asteen yhtaloi-
den ratkaisemisessa.
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Murtoyhtéaldssa tuntematon esiintyy nimittajissa. Koska nollalla jakamista ei ole
maaritelty, niin nimittdjan nollakohta ei voi tietenkaan olla murtoyhtalén juuri.

Murtoyhtalo6 ratkaistaan usein kertomalla kaikki nimittajat pois yhtalosta.
Tama tapahtuu kertomalla yhtalon molemmat puolet

- joko kaikkien nimittgjien tulolla

- tai kaikkien nimittajien pienimmalla yhteisella jaettavalla, jolloin tuntemattomalle
saatava lauseke on heti supistetummassa muodossa.

. Esimerkki. Ratkaistaan x yhtélosta
| On oltava x —3 # 0. Koska lopuksi on tarkistettava timan ehdon

2 5 voimassaolo, niin yhtépitavyytta esittdva ekvivalenssinuoli korvataan
x—-3 +4= 6 yksisuuntaista seurausta kuvaavalla implikaationuolella =
-6(x—23)

= 2:6+4-6(x—3)=5-(x-3)
L& 124+24x-72=5x-15
e 24x-5x=-15-12+72

= 19x =45

S X = % Tama kelpaa yhtaldn juureksi, koska x # 3 .

. Esimerkki. Ratkaistaan yhtalo

On oltava x #0 ja x # 3.

ael = X+3 Tarkistetaan lopuksi ehdon voimassaolo.
x-3 x-(x-3) - x-(x-3)

= (x-1)-x=x+3
& x*-2x-3=0

o (2)E(-2° -4-1:(-8) _ 216 _2:+4 _ (8, Tama ei kelpaa.
= ~ -1

@ — =
2-1 2 2

Vastaus: x = —1

_______________________________________________________________________________________________________________________

Esimerkki. Olkoot a ja b nollasta eroavia, keskendan erisuuria lukuja. Ratkaistaan '
. X seuraavasta fysiikassa hyvin tavallisentyyppisesta yhtalésta

1,1_1 Oltava x#0
x a b -x-a-b
= a-b+x-b=x-a | Siirrd x:t vasemmalle, muut oikealle.
& X-b-x-a=-a-b
& Xx-(b-a)=-a-b
o X = Y _a.b __ab (Saatu arvo eroaa nollasta
b-a a-b ja kelpaa siis juureksi)
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. Samaan lopputulokseen paastdan myds vahan toisin valivaihein:

1,11 Oltava x #0

! X a b Siirra vakiotermit vasemmalle, muut oikealle.

= 1 1.1 | -x, oltava x#0

; a b X

E 1 1)_ (1 1)

: ———|=-1 ———

5 = X (a b ‘ a b

o o -1 _"-ab_ab (Saatuarvo eroaa nollasta

! 11 b—-a a-b ja kelpaa siis juureksi)
a b

Esimerkki. Ratkaistaan T vakioiden 7 (0<77<1) ja T, (#0) avulla yhtalésta
. o7,

= T
n=—= |
n-T=T-T, |Siirrd T vasemmalle ja yhdista T:t
(n=1)-T=-T, | :(n-1)
T= T __T
n-1 1-

14. YHTALOPARIN RATKAISEMISESTA

Kahden tuntemattoman yhtaléparia ratkaistaessa haetaan kaikkia niité tuntemat-
tomien arvoja, jotka toteuttavat molemmat annetut yhtalot.

Hyvin usein yhtéalépari ratkaistaan sijoituskeinolla, jolloin jommastakummasta yh-
talosta “ratkaistaan” toisen tuntemattoman lausekkeena se tuntematon, joka on
kaikkein helpoimmin nain “ratkaistavissa”. Kun "ratkaistun" tuntemattoman lauseke
sijoitetaan kayttamattémaan yhtaléén, jaa jaljelle vain yksi tuntematon, joka ratkais-
taan. Kun saatu arvo sijoitetaan alussa "ratkaistun" tuntemattoman lausekkeeseen,
saadaan tamakin lopullisesti ratkaistua.

. Esimerkki. Ratkaistaan edellisten ohjeiden mukaisesti yhtaldpari

Helpointa on ratkaista jalkimmaisesta yhtalosta y.

! _ Tuntemattoman x ratkaiseminen kummasta yhtalésta
L[ 7x=3y =5 - e e
tahansa tai y:n ratkaiseminen ensimmaisesta yhtalosta .
3x+y=9 & y=9-3x johtaisi hankalampaan murtokertoimiseen lausekkeeseen. !

Sijoitetaan y:lle saatu lauseke ensimmaiseen yhtaléon.

! Ratkaistaan x
1 7x-3(9-3x)=5 o x=2 | Sijoitetaan x:n arvo edell ratkaistuun y:n lausekkeeseen

 y=9-3x=9-3.2=3

Sijoittamalla on helppo todeta, etta I6ydetyt arvot toteuttavat molemmat yhtalét.
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Esimerkki. Ratkaistaan yhtalopari

2x+y*-2y-9=0
x+2y-7=0 & x=7-2y

Helpointa on ratkaista alemmasta x,
jonka lauseke sijoitetaan ylempaan

= 2(7-2y)+y*-2y-9=0
& y?-6y+5=0

~(-8)+y(-6)°-4-1.5 6+4 :{5 Sijoitetaan nama

& Y=

2.1 2 1 x:n lausekkeeseen
Josy=5ninx=7-2y=7-2-5=-3 = ) =
Y .!lnx Y Vastaus: tai {
Josy=1ninx=7-2y=7-2-1=5 y=5 y=1

15. KAYTANNON SOVELLUKSIA

Mikali haluat kayttaa yhtaléa jonkin tuntemattoman suureen arvon selvittdmiseen,
niin Sinun tulee esittda jokin sopiva suure kahdella erilaisella tavalla, jotta saisit
yhtalén tuntemattoman ratkaisemiseksi.

Sinun tulee kertoa kayttamasi merkinnat selvasti, jotta lukija (tai Sina itsekin
myoéhemmin) saisi esityksestasi selvaa. Myos muodostamasi yhtalon sisaltoé
on selvitettava sanallisesti seuraavien esimerkkien mukaisella tavalla.

. Esimerkki. Mika on tuotteen I&htdhinta, jos hinta 7 prosentin alennuksen jélkeen
. on 1153.20 €?

' Ratkaisu. | Olkoon lahtohinta x.

Kirjoitetaan ensin alennettua hintaa koskeva yhtald, josta ratkaistaan lahtéhinta:

Alennettu hinta = ldhtdhinta — alennus .
7

1153.20 € = x — m-x
< 1153.20 € = 0.93x
X=M:1240€ Vastaus: Lahtdhinta on 1240.00 € .

. Esimerkki. Mika on tasaisella nopeudella likkuvan auton nopeus, jos nopeuden
vahentdminen maaralla 12 km/h lisaa 125 kilometrin matkalla aikaa 18 minuuttia?

Ratkaisu. Merkint6jen yksinkertaistamiseksi lausumme ajansaastén tunteina

: h
= —=0. h
18 min=18 50 0.3

ja jatdmme yksikot pois.
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Olkoon alkuperainen nopeus v.

Muodostetaan ajanlisaysta koskeva yhtalo:

Ajan lisdys = uusi aika — alkuperédinen aika . aika = _matka
nopeus
(%) 03 = 12125 v (v=12)
i v-12 v
0.3v? —3.6v =125v—125(v—12) | Kerro auki ja siirré termit vasemmalle
0.3v* -3.6v-1500=0 :0.3
v? —12v-5000=0 Kayta ratkaisukaavaa
,_—=12) +(-12)* =4-(-5000) 12420144 12+141.93 [ 76.965
2.1 2 2 —64.965

Vaikka negatiivinen arvo toteuttaa yhtalén (*), niin se ei kelpaa fysikaalisen tehta-
vamme ratkaisuksi. Vastaus on lopuksi pydristettdva sopivaan tarkkuuteen.

. Vastaus: Kysytty nopeus on 77 km/h .

Huomautus. Edella ollut yhtald (*) kannattaa kaytanndssa laskuvirheidenkin valt-
tamiseksi ratkaista tietoteknisia apuvalineitd hyédyntéen.

Huomautus. Yleistyneen tavan mukaisesti taman esimerkin laskut laskettiin muka-
vuussyista ilman yksikoita. Nain meneteltaessa kaikissa esiintyvissa suureissa
on kaytettava esimerkiksi samaa ajan yksikkoa. Koska auton nopeus halutaan
ilmoittaa yksikdissa km/h, niin ajan yksikOksi valittiin laskuissa tunti ja siksi ajan
lisdys 18 minuuttia muunnettiin myés tunneiksi. Matkan yksikkdnd seka matkan
pituudessa ettd auton nopeudessa olikin jo valmiiksi sama yksikkd kilometri. Lo-
puksi saatuun numerovastaukseen liitettiin sitten ilman perusteluja kilometreisté ja
tunneista muodostuva nopeuden yksikkd km/h.

Huomautus. Vaikka mukavuussyista tama esimerkki laskettiinkin ilman yksikaita,
niin kehittyneita tietoteknisia apuvalineita kaytettaessa laskut kannattaa suo-
rittaa antaen apuvalineelle lahtosuureet alkuperaisine yksikéineen. Apuvali-
neet kasittelevat ndet varmastikin ihmistd luotettavammin yksikoéita. Laskujen lo-
puksi voimme sitten valita esimerkiksi sen, kaytetdadnkd vastauksessa ajan yksik-
kona esimerkiksi sekuntia, tuntia vai vuorokautta. Yksikéiden kaytté on myos
perinteinen tapa lahtoyhtdlon mahdollisen virheellisyyden selvittami-
seksi. TiedAamme naet omasta kokemuksestamme, ettd monet opiskelijat (mutta
et toivottavasti sind) kirjoittavat ajatuksissaan vaikkapa keskinopeudelle vaaran

laskukaavan v = é Yksikoita apuvalineissa kaytettdessa keskinopeudelle saatai-
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siin talldin vaara yksikkoé h/km, josta on helppo huomata, etté jossakin on tapah-
tunut paha virhe.

. Esimerkki. Milla nopeudella autoilijan on ajettava matkan loppuosa, jotta keskino-
. peudeksi koko matkalla tulisi 120 km/h, jos han on jo ajanut tasan puolet matkasta
. nopeudella 70 km/h ?

Ratkaisu. | Olkoon koko matkan pituus 2s ja kysytty nopeus v.

Muodostamme yhtalon kokonaisajalle ehdosta

_ _matka
nopeus

aika

Kokonaisaika = 1. osuuden aika + 2. osuuden aika.

| Seuraavassa kirjoitamme ja ratkaisemme tastd ehdosta saatavan yhtalén rinnak-
. kain kahdella eri tavalla seka yksikoita kayttaen etta ilman yksikaita:

. Laskut yksikdita kayttaen Laskut iiman yksik@ita
25 _ s s |[1207kmh-v | 2 _ s s |'120-7-v
- 120km/h ~ 70kmh v s 120 70 v s
' 14v = 12v + 840km/h 14v = 12v + 840
2v = 840km/h |2 2v = 840 |2
v = 420km/h v = 420

Vastaus: Loppumatka pitéisi ajaa nopeudella 420 km/h. (Turhaan haet laskuvirhetta!)

Huomautus. Jos puolet matkasta olisi ajettu nopeudella, joka olisi alle 60 km/h, :
. niin keskinopeudeksi koko matkalla ei saataisi 120 km/h, vaikka loppupuoli matkas-
' ta ajettaisiin valon nopeudella. Aikaa olisi ndet kulunut jo alkumatkaan enemman
' kuin koko matkaan saisi kaikkiaankin kulua!

. Esimerkki. Kuinka paljon 26-prosenttista suolaliuosta pita4 lisata 34 kiloon 12-
| prosenttista suolaliuosta, jotta lopullisen liuoksen suolapitoisuus olisi 21 %?

Ratkaisu. | Merkitédan lisattdvan 26-prosenttisen suolaliuoksen massaa x:Ila.

Jatdmme jalleen yksikdt merkitseméatta. Tarvittava yhtaldé saadaan ehdosta

Suolan massa alkuperaisessé liuoksessa + suolan massa lisatyssé liuoksessa
= suolan massa lopullisessa liuoksessa .

12 34 +&- X = 21 (34 + x) | -100, siirretaan x:t vasemmalle, muut termit oikealle

. 100 100 100
26x—21x=21-34-12-34
5x =306 :
x=61.2 Vastaus: 26-prosenttista liuosta on lisattava 61 kg .
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Esimerkki. Maarita aikuisten ja lasten lippujen kappalehinnat, kun nelja aikuisten

i ja kolme lasten lippua maksaa 37 € seka kaksi aikuisten ja nelja lasten lippua mak-
' saa 26 €.

Ratkaisu. | Merkitddn x = aikuisten lipun hinta, y =lasten lipun hinta.

Kahden tuntemattoman maarittamiseksi tarvitaan kaksi ehtoa, jotka saadaan suo-
. raan esimerkista:

Nelja aikuisten ja kolme lasten lippua maksaa 37 €.
Kaksi aikuisten ja nelja lasten lippua maksaa 26 €.

4x+3y =37 Alemmasta yhtalésta saadaan x:lle helpoin lauseke
2x+4y=26 < x=13-2y, sijoitetaan tama 1. yhtal6on
Kerro auki,

siirrd vakiot oikealle

4(13-2y)+3y =37 S -8y+3y=37-52 -5y=-15 y=3
Niinpd x=13-2y=13-2.3=7

Vastaus: Aikuisten lippu maksaa 7 € ja lasten lippu 3 € .

______________________________________________________________________________________________________________________

. Esimerkki. Suorakulmion muotoisen levyn pinta-ala kasvaa 445 mm?, jos seka :
| pituus ettd leveys kasvavat yhden millin. Jos sen sijaan alkuperéinen pituus kasvaa |
| 2 mm ja alkuperainen leveys pienenee millin, niin ala pienenee 77 mm?. Maarite- |
tdan levyn alkuperaiset mitat.

. Ratkaisu. | Merkitddn x = suorakulmion alkuperainen pituus,
' y = suorakulmion alkuperainen leveys.

Kahden tuntemattoman maarittamiseksi tarvitaan kaksi ehtoa, jotka saadaan suo-
. raan esimerkissa mainituista muutoksista:

445 mm? .
—77 mm?.

Suorakulmion ala 1. muutoksen jalkeen — alkuperainen ala
Suorakulmion ala 2. muutoksen jalkeen — alkuperainen ala

(x+1)-(y+1)—x-y =445
(x+2)-(y-1)—x-y=-77
Ratkaistaan x o —
M+X+y+1_w=445 & x=444-y Sijoitetaan tama

alempaan yhtaléén
XY —x+2-y-2— x§ =77

. —(444-y)+2-y—-2=-77 & 3. y=-T77+444+2 & y=123
. ja edelleen

X=444 — y =444 -123 = 321.
. Vastaus: Suorakulmion pituus on 321 mm ja leveys 123 mm .

_______________________________________________________________________________________________________________________
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. Esimerkki. Maéritetdan systemaattisesti laskemalla ilman kokeiluja se kolminume-
' roinen kokonaisluku, joka toteuttaa seuraavat kolme ehtoa. '
Luvun viimeinen numero on 5.

. Kahden ensimmaisen numeron summa on 13. ,
Jos lukuun lisatdan 450, niin luvun satojen ja kymppien numerot vaihtavat paikkaa.

. Ratkaisu. | Merkitdan x = alkuperaisen luvun satojen numero,
y = alkuperéisen luvun kymppien numero.

Huomaa, etta lukua ei saa merkitd xy5 , koska tama kirjoitelma voidaan tulkita joko
kolmen tekijan kertolaskuksi x -y -5 tai muuttujanimeksi xy5, mutta mikaan apuva-
' linekaan (joilla laskut kdytdnndssa useimmiten lasketaan) ei tajua merkintaa xy5 |
kolminumeroiseksi kokonaisluvuksi. Jos kolminumeroisen kokonaisluvun pe-

. rakkaiset numerot ovat x, y ja 5, niin kyseinen luku on

: x sataa y kymmenta viisi ykkosta eli x-100+y-10+5-1=100x +10y +5 .

' Jos satojen ja kymppien numerot vaihtavat paikkaa, niin kyseessa on luku

y sataa x kymmenta viisi ykkosta eli 100y +10x+5.

Kahden tuntemattoman x ja y maarittamiseksi tarvitaan kaksi yhtaloa, jotka saa-

. daan esimerkin kahdesta viimeisesté ehdosta:

Kahden ensimmaisen numeron summaon 13. |
Jos lukuun lisataan 450, niin luvun satojen ja kymppien numerot vaihtavat paikkaa.

x+y=13 Ratkaistaan x
{(1 00x+10y+5)+450=100y +10x+5 | Siirretaan kaikki termit vasemmalle
x=13-y Sijoitetaan tama alempaan yhtaloon 90:11& jakamisen jalkeen.
. {90x—90y+450=0 :90, jolloin saadaan x—y+5=0.
Sijoituksen jalkeen (13— y)—y+5=0, josta saadaan y =9.
' Lopuksi x=13-y=13-9=4.
Vastaus: Etsitty luku on 495 .

_______________________________________________________________________________________________________________________

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Esimerkki. Kaytettavissa on kahta Liuos 1| Liuos 2
. viereisen taulukon mukaista Suolapitoisuus | 5.00 % | 2.00 %
: suola-sokeri-vesiliuosta: Sokeripitoisuus | 1.00 % | 10.00 %

On annettava ohje, miten naista liuoksista ja vedesta voidaan sekoittaa 30.0 kg
 liuosta, jonka suola- ja sokeripitoisuudet kumpikin ovat 2.00 %.

Ratkaisu. | Merkitdan: Liuosta 1 tarvitaan x kg, liuosta 2 tarvitaan y kg.

. Tarvittavan veden massaa voisi hyvin merkitd zila, mutta silloin meilld olisi kolme
. tuntematonta, joiden kaikkien ratkaisemiseen tarvittaisiin kolme ehtoakin. Jotta
. valttdisimme kolmen tuntemattoman yht&léryhman k&yton tassé kertausoppaassa,
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. lausummekin tarvittavan veden massan heti muiden liuosten massojen avulla.
. Niinpa

vettd tarvitaan (30— x-y) kg |.

. Tuntemattomien x ja y maarittdmiseen tarvittavat ehdot ovat

Suolan massa liuoksessa 1 + suolan massa liuoksessa 2

= suolan massa lopullisessa liuoksessa .
Sokerin massa liuoksessa 1 + sokerin massa liuoksessa 2

= sokerin massa lopullisessa liuoksessa .

ja niistd saadaan ilman yksikéita yhtalépari

5 .2 ., __ 2 )
700 X700 ¥ =700 30 | 100
A .10 . _ 2 )
100 **700 ¥ =700 30 | -100
o 5x+2y =60

x+10y =60 & x=60-10y

Sijoitetaan saatu x:n arvo ylempaan yhtaléon:
5.60-10y)+2y=60 & -48y=-240 & y=5
x=60-10y=60-10-5=10.

Vastaus: Liuosta 1 tarvitaan 10.0 kg, liuosta 2 tarvitaan 5.0 kg ja vettd 15.0 kg .
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HARJOITUSTEHTAVIA

Taman kertausoppaan laskut on tarkoitettu laskettaviksi ennen kaikkea ka-
sin, mutta tarkistuksenkin vuoksi laskut kannattaa mahdollisuuksien mukaan las-
kea my0s laskimella. Laskimen kaytt6a kannattaa muutenkin harjoitella, koska
myohemmin kdytanndssa useimmat laskelmat tehdaan tietenkin tietoteknisilla apu-
valineilla.

Kunkin tehtavanumeron kohdalla on mainittu jokin etunimi. Etunimen avulla
I6ydat tehtavaan annetut ohjeet ja vastaukset etunimen mukaan aakkostet-
tuina. Nain et tehtdvan opastusta lukiessasi paase vahingossa nakemaan seuraa-
van tehtavan ohjeita.

Jos et osaa ratkaista jotakin tehtavaa, niin ennen ohjeen lukemista sinun kannattaa
lukea tehtavaan liittyvaa teoriaa kertausoppaan alkuosasta. Tehtavien numeroinnin
ensimmainen numero viittaa sen luvun numeroon, jossa samaa asiaa on kasitelty.

Jos et ymmarra jonkin tehtavan ratkaisua tai opastusta, niin merkitse tehtava
itsellesi muistiin ja palaa samaan ongelmaan paivan, parin paasta uudelleen.
Kyseessa on sellaiset perusasiat, jotka on ehdottomasti ymmarrettava ja osattava
kasinkin laskea, vaikka vastaavat laskut myéhemmin suoritetaan useimmiten tieto-
teknisia apuvalineita hyddyntaen.

32 10101 111
257 28.5 ' 23.5°
suorittamalla jakolasku vaikkapa laskimella. Koska naiden murtolukujen nimittgjis-
sa on alkutekijoind vain kakkosia ja viitosia, niin sopivan laventamisen jalkeen jako-
lasku on kuitenkin helppo paassalasku. Suorita murtolukujen muuttaminen desi-
maalimuotoon molemmilla tavoilla.

1.1. (Jarmo) Murtoluvut voidaan muuttaa desimaalimuotoon

t29 41 789 765 laskinta kayttaden desimaa-

15° 11’ 111’ 101

liluvuiksi. Vastaukset nayttavat jaksollisilta, mutta voisikohan vahan pidemmalle
laskettaessa 16ytya kuitenkin jaksollisuuden rikkova numero? Suorita samat jako-
laskut kasin jakokulmassa niin pitkalle, ettd ymmarrat, miksi osamaaran desimaali-
esitys todella on jaksollinen.

1.2. (Helena) Muunna murtoluvu

1.3. (Samuel) Muunna paattyvat desimaaliluvut 54.3 ja 123.4567 murtoluvuiksi.

1.4. (Amanda) Muunna paattymattémat jaksolliset desimaaliluvut 12.3333... ja
45.6789898989... murtoluvuiksi.

2.1. (Eino) Laske 13°-12% seka laskimella etta kasin.
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2.2. (Juha) Kaytettavissa on seuraavat kokonaislukujen neliét ja kuutiot.

nf 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
n?| 169 196 225 256 289 324 361 400 441 484 529 576 625
n° | 2197 2744 3375 4096 4913 5832 6859 8000 9261 10648 12167 13824 15625

Sievenna lausekkeiden

2
Vo 4132 2 —132 | 212137 ,‘/—12;2
3
Y21 +13% , {21 —13° , §/213.13° ,9/—12;3

tarkat arvot kasin laskien kokonais- tai murtoluvuiksi, mikali mahdollista. Jos
jotakin naista lausekkeista ei voi lausua pyydetyssa muodossa, niin arvioi annetun
taulukon avulla, mink& kokonaislukujen valilla kyseisen lausekkeen arvo on. Esi-
merkiksi /300 on valilla 17 < /300 < 18, sillé 17 = 289 < /300 < /324 =18 .. Tar-
kista tuloksesi laskemalla annettujen lausekkeiden likiarvot myoés laskimella kirjoit-
tamalla lausekkeet mahdollisimman alkuperaisessd muodossaan.

3.1. (Roope) Suorita kertolasku 23.4-4.321 kdsin mahdollisimman tarkasti. Tar-
kista tuloksesi laskimella.

3.2. (Lilja) Suorita jakolasku 70631

jakokulmassa kokonaisten tarkkuudella. llmoi-

ta vastauksena (vaillinainen) osamaara ja jakojaannds. Kirjoita nakyviin jaettavaa,
jakajaa, (vaillinaista) osamaaraa ja jakojaanndsta koskeva ehto ja totea jakolaskusi
oikeellisuus tutkimalla taman ehdon toteutumista.

3.3. (Kaarlo) Suorita jakolasku % seka laskimella etta kasin jakokulmas-

sa. Koska jako menee tasan, niin osamaaran tulee toteuttaa ehto
jaettava = jakajaxosamaéra .
Totea ehdon toteutuminen suorittamalla oikealla puolella oleva kertolasku kasin.

4.1. (Elias) Laske lausekkeen 18/3-2—(5—3)-22 arvo vaiheittain yksi laskutoimi-
tus kerrallaan ilman laskinta kiinnittden huomiota oikeaan laskujarjestykseen.
Alleviivaa aina seuraavaksi laskettava osalauseke seuraavan mallin mukaisesti.
Malli: 1-(2+6)/2-3=1-8/2-3=1-4-3=1-12=-11

4.2. (Juhani) a) Laske lausekkeen 12—-24/3-2+2 arvo edellisessa tehtavassa
kuvatulla tavalla alleviivauksia kayttaen yksi laskutoimitus kerrallaan. Lisaa lausek-
keeseen sitten yhdet sulut siten, ettd lausekkeen arvoksi saadaan b)9 c) —6.
Laske myds uudet lausekkeet alleviivauksia kayttden vaiheittain.
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4.3. (Hellen) Muista, etta tietyt osalausekkeet on laskettava ennen muita lasku-
toimituksia, vaikka tallaiset lausekkeet eivat olisikaan sulkeiden sisalla. Tallaisia
lausekkeita ovat esimerkiksi pitkan vaakasuoran jakoviivan ylapuolella ja alapuo-
lella olevat lausekkeet, juurimerkin "pitkan viivan” alla oleva lauseke seka luvun
eksponenttina oleva lauseke. Moniin tietoteknisiin apuvalineisiin matemaattiset
lausekkeet syotetdan vielakin kirjoittamalla merkkeja perakkain vain yhdelle riville
kayttamatta yla- tai alaindekseja ja merkitsematta mitaan viivaa minkaan merkin
yla- tai alapuolelle. Niinpa edella mainittuja lausekkeita kirjoitettaessa on kaytetta-
va sellaisia sulkeita, joita ei ndy lausekkeiden tavallisessa esityksessa. Esimer-
kiksi

%:(5+4)/(2+1) L Vard =y (9+4), 43 H1_4n(3r241).
Kirjoita esimerkin mukaisesti yhdelle riville seuraavat lausekkeet ilman, etta olet
suorittanut mitaan laskutoimituksia:

24 30+20 o3+ 2 /2 2. 2. 42
2430420 5 13252 22,4214

Huomaa, etta et voi merkitd eksponenttia ylanurkkaan, koska kaikkien merkkien
on oltava perusrivilla. Et voi mydskaan kirjoittaa nelidjuuren viivaa luvun ylapuolel-
le, koska tallainen viiva ei ole perusrivilla.

Laske lopuksi lausekkeiden arvot seuraavilla tavoilla:

- kaikkine valivaiheineen oikeassa laskujarjestyksessa kasin,

- kukin lauseke yhdesta syotteesta laskimellasi mikali mahdollista.

6.1. (Pentti) Sievenné seuraavat lausekkeet suorittamalla kertolaskut ja yhdista-
malla lopuksi samanmuotoiset termit

a) (1‘+2)(21‘—1)—(l‘+1)2 b) (2)(—y)2 +(x+ 2y)2 —-2(x+2y)(2x+y)

6.2. (Irma) Tassa tehtavassa tarkastellaan binomina+b potensseja (a+b)", kun
non luonnollinen luku 1, 2, 3, ... On selvaa, etta
(a+b)'=1a+1b ,

missa ykkoskertoimet on jatkon kannalta kirjoitettu nakyviin. Teoriaosan luvussa 6
olemme osittelulakia kayttaen néhneet, etta

(a+ b)2 =1a° +2ab+1b? .

Taydenna osittelulakia kayttaen seuraavien laskujen pisteilla korvatut valivaiheet:
(a+b) = (a+b)(a+b)? =(a+b)(1a° +2ab+1b?)= ... =1a° +3a°b+3ab’ +1b°
(a+b)* = (a+b)(a+b)® =(a+b)(18° +3a°b+3ab? +1b°) = ...

=1a* +4a°b+6a°b° +4ab> +1b*

(a+b)° = (a+b)(a+b)* =...=12° +5a* b+102°b? +10a°b° +5ab”* +1b°
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(a+b)® = (a+b)(a+b)° =(a+b)(1a> +5a* b+10a°b% +10a°b> +5ab* +16°)
= 1a®+52°b+10a*b® +10a°b° +5a%b* +1ab° +

Saatu ailla kertomalla

Yhdistetaan saman-
muotoiset termit
siten, etta ensin
otetaan b:lla kerro-
tun termin kerroin

128°b+5a*b% +10a°b° +10a%b% +5ab° +16°
Saatu b:lla kertomalla

=128 +(145)a° b+(5+10)a* b2 +(10+10)a> b +(10+5)a®b* +(5+1)ab® +16°

—12% +62°b+15a% b +20a° b3 +152%b* +6ab° +1b°

Kaikkia mahdollisia sekatuloja a*b', missa k+/=6

Huomaa, ettd (a+b)" ei ole pelkéastdan a" +b", kun n>2, vaan siini on mukana

my0s kaikki sellaiset sekatulot akp! kertoimineen, missa eksponenttien kja [ sum-
ma on n.
Kokoamme viela edell4 lasketut aukikerrottujen binomin potenssien (a+b)" kertoi-

met ns. Pascalin kolmioksi

1 1 (a+ b)1 n kertoimet

1 2 1 (a+ b) :n kertoimet

i 3 3 1 (a+ b) :n kertoimet

1 4 6 4 1 (a+ b) :n kertoimet
15 10 10 5 1 (a+ b) :n kertoimet

1 6 15 20 15 6 1 (a+b)®:n kertoimet

Keksitkd, miten Pascalin kolmion alemman rivin luvut saadaan aina katevasti
aiemmin lasketun yldpuolella olevan rivin luvuista?
Tarvittaessa saat vinkkia tavasta, jolla potenssin (a+ b)® termien kertoimet lasket-
tiin yhdistettaesséa edella samanmuotoiset termit. S4anndn keksittyasi voit kirjoittaa
pari lisarivida Pascalin kolmioon.

Kirjoita lopuksi potenssien (a+ b)7 ja (a+ b)8 aukikerrotut lausekkeet Pascalin

kolmion avulla helpommin kuin kayttaen toistuvasti osittelulakia.

7.1. (Impi) Laske seka kasin etta laskimella

24 59 0° 52, 102, (=2)%, —(2%), (=2)°, —(29), (__j ’ (_%j_ (=122 (1)

7.2. (Lauri) Esita seuraavat luvut normaalimuodossa ilman kympin potenssia
5610, -6.5-10*, -0.45-10° , 345.10°
3.21-10°'=321000...000 , 12.3-107*° =0.000...000123

\_W_—J \_V__J

Montako nollaa? Montako nollaa?
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7.3. (Heli) Kirjoita luvut
-321000000, 0.00000567, 0.000...000890, 345000...000

—_— %/_
67 nollaa 67 nollaa

kayttden ns. tieteellista esitysmuotoa +a-10", missa n on sopiva kokonaisluku ja
kerroin a on valilla yhdestd kymmeneen oleva luku.

7.4. (Pauli) Kirjoita tehtéavan 7.3 luvut kayttaen Sl-jarjestelmassa suositeltua “in-

sindorimuotoa” +a-10", missa n on sopiva kolmella jaollinen kokonaisluku ja a
on valilld 0.1<a<1000. Joillakin luvuilla on kaksikin téllaista esitysta, esimerkiksi

0.123-10'2

123.10°
Insindérimuoto on erityisen suositeltava yksikdita kaytettdessd, koska kerrannais-
yksikdiden etuliitteet kilo, mega, giga, tera, ..., milli, mikro, nano, piko, ... esittavat
juuri niitd kympin potensseja, joissa eksponentti on kolmella jaollinen.

123000000000 ={

7.5. (Kalervo) Esita seuraavat lausekkeet mahdollisimman vahilla merkeilla

2 10

4
3 . 3 e 42
T S -t L A R ( 25 1 j

C'03~05 U3

(c2)*.g5 4@ 1 P 36
3) 3 ( j " 5a70
~(16%) T (g2)® < \1024) " 24
valivaiheineen kakkosen potensseiksi (eli muotoon 27, miss& n on positiivinen tai

negatiivinen kokonaisluku). Huomaa, etta 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,
1024, ... ovat kakkosen potensseja.

7.6. (Suoma) Muunna lausekkeet

8.1. (Veikko) Yritd maarittaa lausekkeiden
a+b, a-b, a-b, % , Ja

tarkat arvot kohdissa a) - d) ja nelinumeroiset likiarvot kohdissa e) — f) kukin kohta
kolmella eri tavalla:

A) Kkasin ilman laskinta, mikali kyseessa on likimain paasséalasku,

B) pelkéstaan laskimella, mikali se vain on mahdollista,

C) hybédyntaen laskinta mahdollisuuksien mukaan silloin, kun siitéd on hyétya,

vaikka laskin ei pystyisikdan suoriutumaan koko alkuperaisesta laskusta.

a) a=4-10°2 ja b=2.10% b) a=4-10"32 ja b=2.10"30
c) a=4-10*° ja b=2.10%3 d) a=4-10'%3% ja p=2.10'2%
e) a=4.567-10'23% ja b=1.111.10'232 f) 2=4.567.10°%32 ja b=1.111.10432"
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9.1. (Lotta) a) Muunna metreiksi 5.2 Tm ja 123 pm.
b) Muunna mikrometreiksi 1.23-107"" Mm.

¢) Muunna gigametreiksi 7.2.10'° nm.

9.2. (Hilkka) Esita annetut pituudet metrin sopivan kerrannaisyksikdn avulla siten,
ettd 0.1< tarvittava numerokerroin <1000. Huomaa, etta joissakin tapauksissa voi
olla kaksikin sopivaa esitysmahdollisuutta.

23.107""m , 34.10%m , 45.10%m , 56-10%m
6.7-10°m , 7.8-10°m , 89-10°’m , 9.1.10°m , 2.3.10''m

9.3. (Elli) Muunna ymmarrettavin valivaihein systemaattisesti laskemalla
a) kuutiometreiksi 3.2:10%° um?® b) neliGnanometreiksi 4.3-107"*m?

c) kuutiomegametreiksi 5.4-10° mm®  d) yksikdihin pm* arvo 7.6-10°km*
e) yksikodihin Mm® arvo 8.7 -10%° mm°®

9.4. (Ulla) Esita seuraavat lausekkeet

1.23:107 m,2.34-10"" m? ,3.45-103% m® | 4.56.10%6 m*
kayttéen sellaista pituuden, alan, tilavuuden tai pituuden vieldkin korkeamman po-
tenssin kerrannaisyksikkéa pm”, nm”, um”, mm”, m”, km”, Mm”, Gm”, Tm"
(missa eksponentti n=1,2 3,4 tilanteesta riippuen), etta tarvittava numerokerroin
on itseisarvoltaan mahdollisimman pieni, mutta kuitenkin ykkodsta suurempi.
Koska esimerkiksi km?* = (1000 m)4 :1012m4, niin tarvittavan numerokertoimen

suurin mahdollinen arvo voi olla lahes 10'? tarkasteltaessa sellaista fysikaalista

suuretta, jonka yksikkona on m#.

9.5. (Doris) a) Muunna nopeus 0.72%Irn yksikoihin M
S

b) Muunna kiihtyvyys 45 *™ yksikaihin XM
s h2
. . cm?® e mS Gl
c) Muunna tilavuusvirta 8.0 —— yksikoihin et Keksitkd tata muunnosta ha-
S vr

vainnollistavan sanallisen esimerkin?

9.6. (lida) Muunna lentokoneen polttoaineen kulutus 12 litraa kilometria kohden
laskennallisesti yksikdihin mm?. Tulkitse saamasi vastaus.

9.7. (Leena) Rikkaruohomyrkyn kayttdohjeessa sanottiin, etté laimennettua liuosta
levitetdan 60 litraa hehtaarille, joka on 10000m?. Muunna kayttbohjeen lukema

6Ok:__a mikrometreiksi. Tulkitse saamasi vastaus.
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10.1. (Yrjo) Perustele, mista helpoimmin naet, ettd kokonaisluku
a) 123456 on kahdella jaollinen b) 201003 on kolmella jaollinen
c) 12345 on viidelld jaollinen.

10.2. (Senja) Maarita systemaattisesti hakemalla lukujen 240, 360 ja 432 pienin
yhteinen jaettava.

10.3. (Tiina) Suorita annetut murtolukulaskut kasin kiinnittden huomiota pisimpaan
paajakoviivaan, joka sijaitsee tekstin perusrivilla. Niinpa e-kohdassa murtoluku jae-
taan toisella murtoluvulla, f-kohdassa kokonaisluku jaetaan murtoluvulla ja g-
kohdassa murtoluku jaetaan kokonaisluvulla. Tarkista vastaukset laskimella.

2.5.5 126 15 6.2 3:5+11-5
V562 P oaEy © 224753 Y 374114
. 4 3_5
_4 6 5 476

e) 5 f) 3 9) e h) 16
6 5 3%5
2 3
10.4. (Oskari) Sievennd  a) OX+15y+352 b) mx+2m°y+3m°z
5a+15b+35¢c mX+m2y+m32
1_1
0 2421 q &b e) mtn_m-n
5 a ba b_a m—n_mn
a b

11.1. (Markus) Suorita annetut polynomien jakolaskut ja tarkista lopuksi, etta 16y-
tamasi osamaara ja jakojaannds toteuttavat ehdon

Jaettava = jakajax(vaillinainen) osamaara + mahdollinen jakojaannds
x*—9x% +2x 6x° +5x% +6x-8

_ b
3) X+3 ) 3x-2

11.2. (Anna) Mit4 voit sanoa vaillinaisen osamaaran ja mahdollisen jakojaannok-
sen asteluvuista ja kertoimista, jos seitsemannen asteen polynomi jaetaan kol-
mannen asteen polynomilla?

2x° +3x% +8x3 +8x%2 +12x+5

2x% +3x+4
Vaillinainen osamaara on yksi seuraavista neljasta lausekkeesta:

11.3. (Frans) Tarkastellaan jakolaskua

x* +2x+1 , X2 +2x+1 , 2x° +2x+1 , X2 +2x+1,
Pystytké paattelemaan, mika néista on oikea vaillinainen osamaara?

Jakojaannds on yksi seuraavista kolmesta lausekkeesta: X2 +1 , 2x2 +1 , X+1.
Pystytkd paattelemaan, mika naista on oikea jakojaannés?
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12.1. (Toivo) Ratkaise tuntematon x yhtélbista
a) —-2(x+1)-5=6-3(2-4x)
b) m-(x+a)=n-(x+b) (Oletetaan, ettd m=n)

13.1. (Jukka) Ratkaise ratkaisukaavaa kayttaen toisen asteen yhtalot
a) 2x° +3x-5=0 b) X2 —4x+4=0 C) 4x% + x-5=0 d) X% —6x+10=0.

Tutki lopuksi sijoittamalla, etta 16ytamasi juuret todella toteuttavat yhtalon.

13.2. (Liisa) Ratkaise seuraavat vaillinaiset toisen asteen yhtal6t seka ratkaisu-
kaavaa kayttaen etta katevammalla tavalla

a) x°-6x=0 b) x°-9=0 c) 3x°+7x=0  d) x°+5=0
13.3. (Eemil) Ratkaise yhtalét
a) (5x+1)(6x-5)=0 b) (3x—2)(3x°+x—4)=0 c) x°-9x=0
8 3 _
13.4. (Tuomo) Ratkaise murtoyhtalét a) ——=—-—=+1 b) X-2__ x+4
X+3 x+2 x—4 x-(x-4)

13.5. (Arto) Olkoot a ja b nollasta eroavia, keskenaan erisuuria lukuja. Ratkaise T

htalosts —S— =1
y d-T a b
. . i X+3y=7 S5x+y=7
14.1. (Leevi) Ratkaise yhtaloparit a) 5
Sx-2y=1 3x° +x-y=2

15.1. (Unto) Mik& oli harjoittelijan alkupalkka, jos hanen palkkansa oli 12 prosentin
palkankorotuksen jalkeen 1382.08 €

15.2. (Taisto) Mik& on tasaisella nopeudella likkuvan auton alkuperainen nopeus,
jos nopeuden lisddminen maaralla 18 km/h sdastaa 360 kilometrin matkalla aikaa
40 minuuttia?

15.3. (Marjo) Milla nopeudella autoilijan on ajettava matkan loppuosa, jotta keski-
nopeudeksi koko matkalla tulisi 90 km/h, jos han on jo ajanut tasan kolmasosan
matkasta nopeudella 70 km/h ? Selitd merkintédsi seka yhtaldsi oleellinen sisalté.

15.4. (Paula) Paljonko vetta on haihdutettava 42 kilosta 5.5 prosenttista suolaliuos-
ta, jotta saataisiin 7.0 prosenttista liuosta? Selitd merkintasi ja yhtaldsi sisalto.

15.5. (Rasmus) Paljonko on sekoitettava 3-prosenttista ja paljonko 12-prosenttista
sokeriliuosta, jotta saataisiin 32 kg 5-prosenttista sokeriliuosta? Selita kayttamasi
merkinnat ja muodostamasi yhtalén/yhtaléparin sisaltdé ymmarrettavasti.
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15.6. (Hannu) Maarita appelsiinien ja omenien kilohinnat, jos 1.5 kg appelsiineja ja
2.1 kg omenia maksaa 7.32 € seka 2.3 kg appelsiineja ja 1.9 kg omenia maksaa
8.32 €.

15.7. (Paavo) Suorakulmion muotoisen levyn pinta-ala kasvaa 1113 mm?, jos pi-
tuus kasvaa millin ja leveys kolme millia. Jos sen sijaan alkuperainen pituus kas-
vaa 2 millia ja alkuperdinen leveys pienenee kolme millig, niin ala pienenee 783
mm?. Madritetaan levyn alkuperaiset mitat.

15.8. (Martta) Maarita se kolminumeroinen kokonaisluku, joka toteuttaa seuraavat

kolme ehtoa:

Jos lukuun lisataan 495, niin luvun satojen ja ykkésten numerot vaihtavat paikkaa.

Jos lukuun lisataan 27, niin luvun kymppien ja ykkdsten numerot vaihtavat paikkaa.
Luvun ykkdsten numero on luvun satojen ja kymppien numeroiden summa.

15.9. (Terttu) Kaytettavissa on kahta Liuos 1 | Liuos 2
viereisen taulukon mukaista suola- Suolapitoisuus | 3.00 % |10.00 %
sokeri-vesiliuosta: Sokeripitoisuus | 20.00 % | 1.00 %

Anna ohje, miten naista liuoksista ja vedesta voidaan sekoittaa 50.0 kg liuosta,
jonka suolapitoisuus on 2.00 % ja sokeripitoisuus 5.00 %.

PAHKINOITA. Kahden tekijan tuloa x-y voidaan havainnollistaa sellaisen tasossa
olevan suorakulmion pinta-alan avulla, jonka sivut ovat x ja y. Vastaavasti kolmen
tekijan tuloa x-y-z voidaan havainnollistaa sellaisen kolmiulotteisessa avaruudes-

sa olevan suorakulmaisen sarmion (tiiliskiven”) tilavuuden avulla, jonka sarmat
ovat x, yja z.

P1. Kertausoppaan kannessa on tarkasteltu binomin a+b kuutiota (a+b)?, jota on
havainnollistettu (a+ b)-sivuisen kuution tilavuuden avulla. Tama kuutio on leikattu

pohja-, sivu- ja paatytahkojen suuntaisilla tasoilla kahdeksaan osaan siten, etta
leikkaavat tasot jakavat kuution kaikki sarmat kahteen osaan, joiden pituudet ovat
aja b. Olkoon pidemman osan pituus a ja lyhyemman b. Maarita kaikkien kahdek-
san osasuorakulmion tilavuudet. Kuinka suuri on osatilavuuksien summa? Minka
algebrallisen tuloksen olet juuri geometrisesti todennut oikeaksi?

P2. Viereisten monikulmioiden a b a-b b a+b
sivut on saatu yhteen- ja/tai a-b a-b
vihennyslaskulla kuvassa a 3 4
vahvennettuina esitetyista atp P b .
janoista aja b. Mitka kaavat b _f __ a

a b
saat kuvioista pinta-aloja a+b

esittaville tuloille (a+ b)?, (a—b)? ja (a+b)(a-b) ?
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RATKAISUOHJEITA JA VASTAUKSIA

1.4. (Amanda) Merkitse x =12.33383.... Koska desimaaliesityksen jakson pituus

on 1, niin laske erotus 101 - X — x mieluiten allekkain

10" x=123.3333...
x= 12.3333... | Huomaa, ettd "hannat" osuvat kohdakkain!

9x=111
josta saadaan x=111/9, mita voisi halutessaan vield supistaa kolmosella.

Koska luvun y = 45.6789898989... jakson pituus on kaksi, niin erotuksessa

100)
10%.y—y=4522.22 taas "hannat” kumoutuvat, joten y = 4522.22 _ 452222 :

99 9900

mita voisi halutessaan viela supistaa.

11.2. (Anna) Osamaaran aste on
jaettavan aste — jakajan aste =7-3=4,

joten osamaara on muotoa Ax* +Bx3 +Cx® + Dx+ E, missd A#0 ja muut kertoi-
met voivat olla mita lukuja tahansa, myés nollia.
Mahdollisen jakojadnndksen aste on pienempi kuin jakajan aste 3 ts. jakojaannds

on muotoa Fx° +Gx+ H, missa kertoimet voivat olla mita tahansa lukuja.

13.5. (Arto) Tehtavan ratkaisun voi suorittaa monessa eri jarjestyksessa, seuraa-
vassa on yksi mahdollinen. Léydatkd lyhyemman ratkaisun? Oikea vastaus on tie-
tenkin tarkeinta.

¢ A1 | Kerro nimittajien tulolla ab(d—T)
d-T a b
abc+b(d-T)=a(d-T) | Kerro auki
abc+bd-bT=ad-aT | Siirrd T-termit vasemmalle, muut oikealle

—-bT+aT=ad-abc-bd | Ota T tekijaksi, vaihda termien jarjestysta
(a-b)T=ad-bd-abc | Jaa kertoimella a—b

T_ ad-bd-abc
a-b
9.5. (Doris) a) 0.072 K™ —0.072. 1000 m _ ) 17,.1000mm _ 72mm _ . mm
h 3600 s 3.6s 3.6s s
3.6
=103km
6 =
) a5MM_4510° M 451079 36002 X0 _ 0 5832 KM~ g.58 KM
2 2 2 2 2
s ( j h h h
3600
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(Kohdan b kiihtyvyyden pienesta arvosta saa havainnollisen kéasityksen ajattelemalla, etté kappa-
leen nopeus kasvaa tunnissa maaralla 0.58 km/h. Toisin sanoen: jos kappale nyt kulkisi esimerkiksi
nopeudella 5 km/h, niin kymmenessa tunnissa sen nopeus kasvaisi maaralla 10 kertaa 0.58 km/h
eli kappale kulkisi kymmenen tunnin kuluttua nopeudella (5+5.8) km/h=10.8 km/h. Kymmenessa
tunnissa siis reipas kavelyvauhti kiihtyisi hélkkanopeuteen.)

.. 1vrk .
c) Koska 1vrk =24 h=24-.3600 s =86400 s, niin 1s= 86400 ja edelleen
3 3 3 3 3
g oM _g. (0-01M)” o 66400.106 ™ —0.6912 ™ ~0.7 ™
s 1 vrk vrk vrk vrk

86400
Jos hanasta vuotaa sekunnissa kahdeksan kuutiosenttimetrid (eli suunnilleen piri-
pintainen ruokalusikallinen) vetta, niin vuorokaudessa vetta vuotaa vajaa kuutio-
metri.

13.3. (Eemil) Vinkki: Muista tulon nollasaanto:
Tulo on nolla & ainakin yksi tekij6ista on nolla.

1 .,..5 _2 o 43 _ 4 | Tarvitaan toisen asteen
a) X= 5 tal x = 6 b) X= 3 tal x=1tal x= 3 | yhtalén ratkaisukaavaa

c) x2-9x=0 o x-(x*>-9)=0 & x=0 tai (x*-9)=0 & x=0 tai x°=9 < x=0 tai x=+3

2.1. (Eino) +132-12% =[169-144 =+/25=5
Huomaa, ettd V132 —122 ElI OLE 132 —v122 =13-12=1

Huomaa kirjoittaa laskimeen sulut: +/ (1322-1242)

4.1. (Elias) 18/3-2-(5-3)-22=18/3.2-2.22=18/3.2-2.4=6-2-2.4=12-2.4=12-8=4

9.3. (Elli) Muista kirjoittaa (tai ainakin ajatella) kerrannaisyksikko sulkeisiin

potenssia laskettaessa, silla etuliitteen lukuarvokin pitda korottaa potenssiin.

a) 3.2:10%um®=3.2-10% (um)*=3.2-10% (10°m)® =3.2.10® 10" m?® =3.2.10°m’

b) 43-10™m?=4.3-10™-(10°nm)" =4.3-10™-10'® -(nm) 2 = 43000 nm?
=1m

C) 5.4-10mm® =5.4-10 (mm)* =5.4-10% - (10°m)®

3
=5.4.10-10° [M—mj =5.4-10°°*(Mm)® =5.4-10"° Mm?

10°
=1m
d 76-1023km*=7.6-10"33.(103 m)* =7.6-10733 . (10% .10%pum)*
=7.6-10733.10%° . (um)* = 7600pm*

e) 8.7-10°° (mm)®> =8.7-10°°7°° m> =8.7-10°">° (Mm)> =870000Mm>

L _(MmY’
s (106J
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2x° +3x% +8x3 +8x2 +12x+5

2x% +3x+4
osamaaran aste = jaettavan aste — jakajan aste = 5-2 = 3,

niin osamaara on jompikumpi kahdesta kolmannen asteen polynomivaihtoehdosta
x3 +2x+1 ja 2x3 +2x+1. Jakokulmassa suoritettava jakolasku aloitetaan tutkimalla,
montako kertaa jakajan korkein termi 2x? sisiltyy jaettavan korkeimpaan termiin
2x°. Osamaaran 1. termi on naiden osamaara eli x°. Ainoa vaihtoehto osaméaa-
raksi on siis x5 +2x+1.

Koska jakojaanndksen aste on pienempi kuin jakajan aste 2, niin jakojadnnds on
enintdan ensimmaista astetta. Ainoa jakojaanndkseksi sopiva lauseke on siis x+1 .

11.3. (Frans) Koska jakolaskuun liittyvan

15.6. (Hannu) Merkitse esimerkiksi: Appelsiinien kilohinta olkoon x €, omenien y €.
Kahden tuntemattoman maarittdmiseen tarvittavat kaksi yhtaléa saat ehdoista

{1 .5 kg appelsiineja ja 2.1 kg omenia maksaa 7.32 €
2.3 kg appelsiineja ja 1.9 kg omenia maksaa 8.32 €

Kirjoita yhtal6t ja k&sin laskiessasi ratkaise x ylemmasta yhtalosta y:n lausekkeena,
silla ndin saat mukavamman lausekkeen kuin muilla mahdollisilla aloituksilla. Sijoi-
ta saamasi x:n lauseke alempaan yhtaléon, jolloin saat y:n arvon. Laske lopuksi x.
Vastaus: Appelsiinien kilohinta on 1.80 €, omenien 2.20 € .

1.2. (Helena) Vieresséa on 00
malliksi suoritettu jakolasku 111 I; ?
789/111. Kokonaisten jakamisen K
jalkeen jakojaannokseksi jai 12 yk- A
sikkdd. Kolmen nolladesimaalin ja- g g
koon pudottamisen jalkeen jai uudelleen 1
jakojaannds 12 tuhannesosaa. Koska jakoon
pudotettavat numerot ovat jatkossa aina nollia,

niin taas kolmen numeron pudottamisen jalkeen
jakojadnndkseksi jaa 12 miljoonasosaa. On selvaa, 900!
etta katkoviivoin kehystetty kolmen pudotetun nolla- L 8 88!
desimaalin lenkki tulee jatkuvasti toistumaan samanlaisena

aarettbman monta kertaa tuottaen aina osamaaraan samat numeromerkit 108.

7.3. (Heli) —321000000 =-3.21.108 , 0.00000567=5.67-10"°

Piste siirtyy 8 Piste siirtyy 6
suuruusluokkaa suuruusluokkaa

0.000...000890=8.9-107%8 | 345000...000=3.45-10%°

\—ﬂ(—J \—W—J
67 nollaa 67 nollaa
Piste siirtyy 68 Piste siirtyy 69

suuruusluokkaa suuruusluokkaa
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4.3. (Hellen) %:24/(&2):3 , %:(3040)/(10—5):10

22 _on@E41)=16  , 13%-52=y (13/2-52)=12
V22142142 = (202+472+4472)=6

9.2. (Hilkka) 2.3-107'"m=23.10""2m=23pm

10 340-107'2m =340pm .
3410 10m= g —— . 4510°m=45um
0.34-10 " m=0.34nm
4 |560-107°m=560um ,  [670m
5610 "m= , 6.7-10°m=<"___ 3
0.56-10">m=0.56mm 0.67-10°m=0.67km
. 780-10% m = 780km ; 6
7.8:10°m= 6 , 8910’ m=89-10%m=89Mm
0.78-108 m =0.78Mm —
9 .1 |280-10°m=230Gm
9.1:109m=9.1Gm , 2.3.10""m= y ———
0.23-10'>m=0.23Tm
Itr dm®  12.(dm)* _ 12:(100 mm)’

=12 mm?

9.6. (lida) 12— =12— = -
km ~ km 1000 m  1000-1000 mm

=1000m =1000mm
Vastaus kuvaa sen polttoainevanan poikkipinta-alaa, jonka lentokone jattaa jal-

keensa taivaalle (tosin enemman tilaa vaativina padosin kaasumaisina paastéing).

Maaéritelméan
mukaan 1 1 1

74.(mpi) 2=2222=16, 5 = 1, 0°=0-00.0.0=0, 5°= ==
10-3:%:i L (P=(D(2(D=B . ~(2)=222)=-8
T ’ _(2_3):_(%_;
S DAY (AT W R U S I g
( 2) ( 2M 2)( 2) 8 ( 2j (_;) (_;)(_;)(_;) _;

Parillinen Pariton
—— ——

) Edelta

(D=2 == )EDED(GDD=1 0 DT = ()=
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6.2. (Irma)  (a+b)>=(a+b)(a+b)>=(a+b)(1a°+2ab+1b°)

Yhdistetddn samanmuotoiset

= 133 +232b+1ab2 + 182b+2ab2 +1b termit siten, etta ensin otetaan
b:lla kerrotun termin kerroin

Saatu a:lla kertomalla Saatu b:lla kertomalla

=1a° +(1+2)@®b+(2+1)ab® +1b°=1a°+ 3a®b+3ab® +1b°
\_q/_—/

Kaikkia mahdollisia seka-

1 1 tuloja akb/, missé k+I=3
1 2 1
1.3 3 1 , . o .
l 6 4 1 Pascalin kolmiossa jokainen alempi luku on
vinosti ylapuolellaan olevin 1 — 2 luvun sum-
1 5 10 10 5 ylapuoie _
1 6 15 20 15 6 1 ma. Esimerkiksi kehystetty 4 on 1+3 ja

T 7 21 3 3 21 7 1 kehystetty ykkbnen on 1 + ei mitdan.
1 8 28 56 70 56 28 8 1

(a+ b)7 =1a’ +7a%b +21a°b? + 35a*b° + 3523b* + 212°b° + 7ab® +1b’

(a+b)® =128 +8a"b+28a%p° +56a°b° + 70a*b* +56a°b° +282%6° +8ab” +1b8

32 _ )Q 128 710101_ 25-10101 _ 252525
1.1.(Jarmo) 55= =2=7q =1.28, 5= 1000 — 1000 =252.525

2)
111 4111 _
23.55 100000 =0.00444

2.2. (Juha) ~21*+13% =/441+169 =/610, mika on valilla 24 ... 25
V212 =132 =/441-169 = /272, mika on valilld 16 ... 17
J212 132 =/21% .\/132 =21.13 =273

_2f _ 21
" Jige 13
Huomaa, etta summan ja erotuksen nelidojuuren laskemiseen ei ole samanlai-
sia kaavoja kuin on tulon ja osamaaran nelidjuuren laskemiseen. Sama kos-

kee kuutiojuurtakin.
Y21 +13% = 3/9261+2197 = 11458, mika on valilld 22 ... 23
Y21 —13% =3/9261-2197 = 37064, mika on valilla 19 ... 20

20 X2t _ 21
13°  3/13¢ 13

Yo?.13% =21 .313% =21.13 =273,

4.2. (Juhani) a) 12-24/3.2+2=12-8-2+2=12-16+2=-4+2=-2

b) 12-24/(3-2+2)=12-24/(6+2)=12-24/8=12-3=9

c) 12-24)/3-2+2=-12/3-2+2=-4.2+2=-8+2=-6.
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13.1. (Jukka) a) 2x®+3x-5=0 | a=2, b=3,c=-5

X_—bi\/bz —dac -3+4/3°-4.2.(-5) —3+.49 -3+7
2a 2.2 4 4

|
Hmlm -

b) x2-4x+4=0 | a=1,b=-4,c=4

_-biVbP-dac _—(-4)%\(-4)°-414 440 _

B 2a 2.1 2
¢) 4xX°+x-5=0 | a=4, b=1,¢c=-5

bt bP-dac 1\ -4-4.(5) —t+B1_-1%9_

o

|
HAIm -

d) x?-6x+10=0 | a=1, b=-6, c=10

_—btb? ~4ac | (-6)%4(-6)2-4-110 6+—4
2a 21 2
niinpa yhtalélla ei ole reaalisia juuria.

2719.653~2700z200, niin 0
12.3 12 123 g
osamaaran kokonaisosaan tulee kolme numeroa. 25
Viereisesta jakoalgoritmista saadaan vastauksen
numeromerkit ja jako meni todella tasan, joten osa-
maara on paattyva desimaaliluku 221.11 . Jakolaskun
voi tarkistaa laskemalla jakajan ja osamaaran tulon
12.3-221.11=2719.653 = jaettava , kuten pitéisikin olla.

3.3. (Kaarlo) Koska

G)_\
U.I_\

3

SO
o= |N

NN
O
;o ON

RGN
N> WO

AA‘
N WL
W O1

—
N N
QW W

7.5. (Kalervo) 3a°-24%-a=6a>+2""= 6=a6

Oikea, mutta pidempi ja yleensa
vahemman suositeltava muoto

3 3 = 5
6-(b2)° —5.52%) Z6p23 _ 548 — b8 — 58 = BB (6 —5b7)

2 10

c-c _1-3_
T:Cz+1o135203 , (c2.xy2 .7
c-c’-c =

2512 * 252 * 165%18 4.8 —12
= = =16s7"t°u '“ (Kaikissa muodoissa 10 merkkia, viivaa tms.)

u3 u3 u1 2
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7.2. (Lauri) 5.6-10"=56 000000 , -6.5-107*=-0.000 65

Piste siirtyi 7 paikkaa 4 paikkaa
~0.45-10°=-450 000 , 345-107°=0.000 345
6 paikkaa 6 paikkaa

Piste siirtyi 51 paikkaa Piste siirtyi 30 paikkaa
3.21-10°'=321000...000 , 12.3-10°°=0.000...000123
—_—— —_—

51-2=49 nollaa 30-2=28 nollaa

3 3 A3
0.7. (Leena) 60 —g0— 9™ _go. (O1m)° 6010
ha = 10000m? ~ 10000m’ 10

Tulkinta: ohjeen mukaisessa levityksessa myrkkyliuosta levitetddn 6 mikrometrin
vahvuinen kerros koko myrkytettavalle alueelle.

m=6-10°m=6um

14.1. (Leevi) a) x=1, y=2. Aloita ratkaisemalla x ylemmasta yhtalésta y:n avulla.

Sijoita x:n lauseke alempaan ja ratkaise y, jonka arvon sijoitat x:lle saatuun lausek-
keeseen.
b) {5x+y:7 & y=7-5x , sijoita alempaan
3x° +x-y=2
3

3x° +X-7+5x=2 & 3x°+6x-9=0 & x°+2x-3=0 < {X1=1 . y1=2

Xo =-3 y Yo =22

13.2. (Liisa) Katevammalla tavalla:

Tulon nollasaanté

a) x°-6x=0 & x(x-6)=0 <  x=0taix—6=0 < x=0 tai x=6

b) x2-9=0 & x2=9 o x=+3  ¢) Tulon nollasdannélla x=0 tai x=—

d) x° +5=0 < x°=-5 Tama on mahdotonta, joten yhtalélla ei ole reaalisia ratkaisuja.

3.2. (Lilja) Viereisestéa jakolaskusta nahdaan, etta 03 070
(vaillinainen) osamaara on 3070 ja jakojadnnds 21. 23 |7 0 6 3 1
Tarkistus: Jakajaxosamaara + jakojaannds G_‘f 5 3
=23-3070+21=70631 1 6 1
= jaettava, 2 1

kuten pitaakin.

9.1. (Lotta) a) 5.2Tm=5.2-10">m , 123pm=123-10""°m=1.23-107""m

b) 1.23-107 "Mm=1.23-107"".10° m=1.23-107"".10% . 10® ym =12.3um

¢) 7.2:10"9nm=7.2.10'2.10"m=7.2.10'"2.10°.10°Gm=72Gm
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15.3. (Marjo) Merkitdaan v = autoilijan nopeus loppumatkalla
3s = koko matkan pituus

Nopeuden ratkaisemiseksi tarvittava yhtalé saadaan ehdosta

Koko aika = alkumatkan aika + loppumatkan aika

Koska aika = Ltka, niin ilman yksikoitéa saadaan

keskinopeus
3s_s +§ 9-7-10-v

0 70 v s
21v =9v+1260
v=105 Vastaus: Loppumatka on ajettava nopeudella 105 km/m.
11.1. (Markus) x3 _3x2 +2 2x° +3x +4
x+3 Ix*+0x3-9x®+2x+0  3x-2 1633 +5x2 +6x-8
x* +3x3 6x° —4x
—3x3-9x% +2x+0 9x° +6x—8
_3X3 _9X2 9X2 —6X
2x+0 12x-8
2x+6 12x-8
-6 0

a) Vasemmanpuoleisen jakolaskun mukaan osamaara on x3-3x%+2 ja jako-
jaannos -6. Tarkistetaan jakolasku laskemalla

Jakajaxosamaara + jakojaannos = (x + 3)(x3 ~3x° +2)+(-6)
=x* -3x3 +2x+3x% ~9x° +6-6= x* —9x° + 2x = jaettava
kuten pitaakin.

b) Oikeanpuoleinen jako meni tasan ja osamaaraksi saatiin 2x° +3x+4. Helpolla

kertolaskulla voi todeta, etta nyt
Jakajaxosamaaré = jaettava.

15.8. (Martta) Merkitaan esimerkiksi
x = alkuperaisen luvun satojen numero, y = kymppien numero.

Talléin ykkdsten numero on x+y.
Tallainen luku luetaan ” x sataa y kymmenta x + y (ykkssta)” ja Sen arvo on
x-100+y-10+(x+y).
Tarvittava yhtalopari saadaan esimerkin ehdoista:

Jos lukuun, jonka numeromerkit ovat x, y ja (x+ y) lisdtaan 495,
saadaan luku, jonka numeromerkit ovat (x+y), y ja x .

Jos lukuun, jonka numeromerkit ovat x, y ja (x+ y) lisatédan 27,
saadaan luku, jonka numeromerkit ovat x, (x+ y) ja y .
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Ottaen huomioon naiden kolminumeroisten lukujen arvot saadaan yhtélépari
x-100+y-10+(x+y)+495=(x+y)-100+y-10+ x
{ x-100+y-10+(x+y)+27=x-100+(x+y)-10+ y
Siitamalla tuntemattomat oikealle ja vakiot vasemmalle saadaan
495 =99y Jaetaan kertoimet pois  (y — 3
{ 27 =9x It {y =5
Vastaus: Alkuperainen luku on 358.

5x+15y+352_5(x+3y+7z) _X+3y+7z

10.4. (Oskari) a) = =
5a+15b+35c jB(a+3b+7c) a+3b+7c

Huomaa, etta vain koko osoittajan ja koko nimittajan yhteisen tekijan voi su-

pistaa pois. Termeja ja termien tekijoita ei voi supistaa.

b) mx + 2m2y+3m32 _ ,rﬂ(x+ 2my+3m22) X+ 2my+3m22

mx+m2y+m3z ,Jﬁ(x+my+m22) x+my+m22
o Va V5 1 _a+25-1_2L+24
5 a ba 5a 5a
ab) 1 4 ab(1_1) Huomaa, ettd miinus-
d) a b__‘\a b/__b-a _ b<a __1 merkki vaikuttaa jokai-
b_a ab(b—a) b2 _g2 (b+ a)M atb seen sulkeitten sisalla
a b a b olevaan termiin!
M) min ™0 m_p_(m+n)?-(m-n)
) m-n m+n  (m-n)(m+n)
:iﬁz( +2mn+><—(fﬁ{ —2mn+><): 4mn
22 22

15.7. (Paavo) Merkitddn x = suorakulmion alkuperainen pituus, y = leveys
Tarvittavat yhtalét saadaan ehdoista

{Suorakulmion ala 1. muutoksen jalkeen — alkuperainen ala = 1113 mm?

Suorakulmion ala 2. muutoksen jalkeen — alkuperédinen ala ~783 mm?

(x+1)-(y+3)—x-y=1113
{(x+2)-(y—3)—x-y=—783

M+3X+y+3—M=1113 & ¥y =1110-3x | Sijoitetaan alempaan
{M—3x+2-y—6—/x//=—783

-3x+2-(1110-3x)-6=-783 & -9x=-783-2220+6 < x=333
y=1110-3x=1110-3-333 =111
Vastaus: Suorakulmion pituus on 333 mm ja leveys 111 mm.
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15.4. (Paula) Merkitdan: Haihdutettavan veden massa on x kg.

Koska suolaa ei haihdu veden mukana, niin yhtalé saadaan ehdosta

‘Suolan massa alkuperaisessé liuoksessa = suolan massa lopullisessa Iiuoksessa‘

5.5 7 |
Niinpa —-42=——-(42—x), jostax=9
inpa 350" 42= 100 (427%) - |

Vastaus: Vetta on haihdutettava 9.0 kg .

. 251106
7.4. (Pauli) 321 000 000={32M10" " 4,00000567-5.67-10®
~0.321-10
0.000...000890=89.0-1078% | 345000...000=3.45.10%°
%f—/ %f—/
67 nollaa 67 nollaa

6.1. (Pentti)a) (t+2)(2t—1)—(t+1)% =2t° —t+4t-2— (> +2t+1)=t> +1t-3

Varma mutta ty6las tapa on kertoa
binomin nelid auki osittelulakia kayttaen.
Kaavojen (a=x b)2 - a% +2ab+ b? kayttd
olisi kuitenkin hivenen lyhyempi tapa.

Muista miinusmerkin
vaikutus joka termiin

=M—M—M+y2 + X2 +M+M+>}<—M—2xy—8xy—%<

=x2+y2—10xy

b) (2x—y)‘2 +(x+ 2y)2 —-2(x+2y)(2x+y)

=2x-y)2x-y)+(x+2y)(x+2y)—-(2x+4y)(2x+Yy)

x = tarvittavan 3-prosenttisen liuoksen massa

15.5. (Rasmus) Merkitaan { y = tarvittavan 12-prosenttisen liuoksen massa

Yhtal6t saadaan ehdoista

{Sokeriliuoksia yhteensa 32 kg
Sokerin massa 3%-liuoksessa + sokerin massa 12%-liuoksessa = sokerin massa loppuliuoksessa

x+y=382 & x=382-y, sijoitatdma alempaan sadalla kerrottuun yhtal6én

3 x4+ 12 Ly = > 35 | .100
100 100 100
160—96::

3-(32-y)+12y =160 < y-= 5

Vastaus: 3-prosenttista liuosta tarvitaan 24.9 kg, 12-prosenttista 7.1 kg .

71, x=24.9

3.1. (Roope) Vieressa on suoritettu kerto- 4 g g 11
lasku 23.4.4.321=101.1114 . Desimaali- .

- 1 7 2 8 4 Ylarivi kerrottu nelosella
pisteen paikan voi maarittda joko arvioimalla 1 29 6 3  Ylarivikerrottu kolmosella
tuloa tai jattamalla vastauksessa desimaali- 8642 Ylarivi kerrottu kakkosella

01111 4

pisteen taakse niin monta desimaalia kuin 1
niitd on tekijéissa yhteensa eli siis 1+ 3 =4 desimaalia.
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13. (Samuel) 10543=243  10000)153 4567 _

10

1234567
10000

10.2. (Senja) Annetut luvut on ensin vai- 240=10-24=2.5.23.3=(2%|.3.[g]
heittain jaettu alkutekijéihinsa viereisessa
kaaviossa. Jokaisesta esiintyneesta alku-
tekijasta on yksi sen korkeimmista esiinty-  432=2.3.72=2.3.2%.32 =24 |3°
neista potensseifstall sellvy)./.c-i'en vuo'ksi ke- D= o4 33 5 _ 2160

hystetty. Lopuksi pienimpaan yhteiseen

jaettavaan on otettu kutakin alkutekijaa

niin monta kappaletta kuin niita oli siind luvussa, jossa niité oli eniten.

360=10.36=2.5.22.32 =28.32 .5

7.6. (Suoma)

5
(-2*8% _24.(28)  2%.2'5 452 7

_(16%)  _(o4)° 212 —

42%) i 48 :(22)8 :216
(82)3 g23 (23)6 18

ER Ny

1024 510 =
35

3535 :(22'32) i 270')3;6 140

2470 (3 4)70 2210, 0

_216-18 _p-2

15.2. (Taisto) Merkitdan v = auton alkuperainen nopeus.

. h 2
Lausutaan ajan saasto tunteina: 40min= 40-& =§h ja jatetddn yksikot pois.

Yhtald saadaan ehdosta

y . . . tk
Ajan sadast6=alkuperdinen pidempi aika — uusi lyhyempi aika .| | aika= mata
nopeus
2_30 360 | aviv 19
3 v v+18
2v2 +36v =1080v +19440-1080v | :2
v2 +18v-9720=0 | ratkaisukaavalla
V= 90 _ Vastaus: Auton nopeus oli 90 km/h .
-108 (ei kelpaa)

15.9. (Terttu) Merkinnat: Liuosta 1 tarvitaan x kg, liuosta 2 tarvitaan y kg. Kolmen
tuntemattoman ryhman valttamiseksi lausutaan tarvittavan veden massa heti muo-
dossa (50 — x — y) kg . Laskut lasketaan kuitenkin ilman yksikdita.
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Koska lisattavassa vedessa ei ole suolaa eika sokeria, niin tarvittavat yhtalot saa-
daan ehdoista

{Suolan massa liuoksessal + suolan massa liuoksessa 2 = suolan massa lopullisessa liuoksessa .

Sokerin massa liuoksessa1+ sokerin massa liuoksessa 2 = sokerin massa lopullisessa liuoksessa .

3 x40 Ly = 2_ 50 | 100
100 100 100
20 1 5

50 | -100

- X+ Ly = '
100 100 100
3x+10y =100

{ 20x+y =250 & y=250-20x, sijoitetaan ylempaan

3x+10(250-20x)=100 & -197x=-2400 < x=12.1827

y =250-20x=6.3452

Vastaus: Liuosta 1 tarvitaan 12.2 kg, liuosta 2 tarvitaan 6.3 kg ja vetta 31.5 kg .

12) 5, 10)g 5) _
10.3. (Tiina) a) 2. 9,5 _24 50 25 _24-50+25 1
5 6 12 60 60 60 60 60
2
o 1.26_128_4 15 6.2 %5 Y63 _25 72_ 47
. 24 5°3 8 52 40 40 40

3.5+11.5 15+55 _ E(S 14 | HUOMAA, etté alkuperaistd murtolauseketta

d) 3.7+11-4 21+44 65 :I ei saa supistaa termien tekijoilla 3 ja 11
3
8 3 TAI TOISIN #3453
o) 4 38 9 laventamalla pikku- 4 A9
5 A 5 10 nimitdjien 4 ja 6 5 _\I\z 5 10
6 2 - (tulolla tai) p.y.j:lla 6 ” g -
2
2 TAITOISIN 5) ‘ _
f) i:;{i:m laventamalla 6 _3 63 _3 K:10
I -1 pikkunimittjalla 3 g3 Z
5 5 )1
5) 4
4 4 1
4 TAI TOISIN : 5'\& VR
S5 _ A~ _ T 5 _ _ _1
s) = = laventamalla = = =
8 5"; 10 pikkunimittajalla 8 58 5-2\ 10

h) Lavennetaan tamakin murtolauseke pikkunimittajien 4, 6, 3 ja 5 tulolla tai pel-
kastaan pikkunimittajien pienimmalla yhteisella jaettavalla eli 60:1la

60) Kéayta
3_5 60-(3—5)osittelﬁlakia

4 6_ 4 6 Va2 s 50_ 5
4.6 (4 g) 80172 152
375 60(3*5
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12.1. (Toivo) a) —2(x+1)-5=6-3(2-4x) | Kerro auki

—2x-2-5=8—-@+12x | Siirra x:t vasemmalle, vakiot oikealle

-2x-12x=2+5
—14x=7  |:(-14)
7 1
X=———=——
14 2

b) Tasmalleen edellisen tehtavan ohjein
m-(x+a)=n-(x+b)
mx-+ma=nx+nb
mx—nx=nb—ma
Koska oletuksen m=n mukaan m—n=#0,

(m=n)x=nb-ma niin yhtals voidaan jakaa (m—n)l

On makuasia, kumpi vastaus on parempi:
edellinen on lyhyempi, jalkimmainen

e nb—ma _ ma-nb

m-n m-n aakkosjarjestyksessé ja symmetrisempi
8 3 .
13.4. (Tuomo) a) — = | -(x+3)(x+2) , oltava x=-3 ja x#—2.
X+3 x+2

8% +16=3K +9+ X2 + 2% + 3% +6 | Siirretaan vakiot vasemmalle

1=x° o x=t1 ‘Juuretkelpaavat. Vastaus: x=+1

b) x—2= X+4
x—4 Xx-(x—4)

| -x(x—4) Oltava x=0 ja x=4

X2 —2x=x+4

Ratkaisukaavalla 4 | eikelpaa
X2 —3x—-4=0 & x:{ ’ P Vastaus: x=-1

9.4. (Ulla) Sopivan esityksen keksimiseksi sinun kannattaa ensin lausua seuraa-
vat yksikot perusyksikdn metri avulla:

1om=10"%m | 1pm°*=10"*m? | [1pm® =10"®m®| | 1pm* =107 m*

1nm=10"m 1nm?2 =107 "8 m? 1nm® =10 m® 4

1nm* =10 m

1um=10"°m| | 1pm®=10"%m* | 1um®=10"%m® | 1um* =10**m*
1mm=10"m | 1mm? =10 "®m? 1tmm® =107m?® 1mm* =102 m*
1km=10°m | 1km?=10°m? 1km® =10°m?® tkm* =10 m*
Mm=10°m | [IMm®=10"2m?| | 1Mm®=10""m® | 1Mm*=10**m*
16Gm=10"m | [1Gm*=10"°m®| | 1Gm°>=10""m® | l1Gm*=10%m*
1Tm=10"%m | 1Tm*=10**m® | 1Tm*=10*m® | [1Tm* =10"m*

Jokaisen esimerkin kohdalla on kaksi [ahinna olevaa kerrannaisyksikkda aidattu ja
naista on sitten valittu se, jonka kertoimeksi tulee ykkdsta suurempi luku.
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12310 °m=123nm
0.123-10°%m=0.123 pum , kerroin liian pieni

1.23-10'7m:{

12 2 6 ) 2
2 341017 2  |234000-102m =234000-(10%m)” =234000 Mm
. - ==
0.234-10'8m?2 =0.234-(10%9m) " =0.234 Gm?, kerroin liian pieni
3
2451090 8 _ 345000010 m® =3450000-(107"2m)” =3450000 pm®
' 27 3 9\ 3 o
0.00345-10°" m :0.00345~(1O m) =0.00345 nm*, kerroin lian pieni
36 4 (109 )4 4
456,10 é _ |45600000000-10°° m* = 45600000000-(10° m) = 45600000000 Grm
' B 4
0.0456-10*8m* =0.0456-(10'2m)  =0.0456 Tm*, kerroin liian pieni

15.1. (Unto) Merkitddn x =harjoittelijan alkupalkka. Yht&lé saadaan ehdosta

Alkupalkka + korotus = korotuksen jalkeinen palkka

x+%-x:1382.08€ & X=M

=1234 € Vastaus: Alkupalkka oli 1234 €.

8.1. (Veikko) a) Tama kohta onnistunee useimmilla laskimilla, kunhan vain huo-
maat lukea laskimen antaman vastauksen aina loppuun asti ja muistat laski-
men tulosteessa kayttaman merkinnan xEn tarkoittavan lukua x-10".

Kun tarkasteltavissa lausekkeissa kymppien eksponentit ovat samat, niin kasinlas-
kujen helppous/vaikeus riippuu siitd, miten mukavia/hankalia kymppien potenssien
kertoimet ovat. Tassa esimerkissa kyseiset kertoimet 4 ja 2 ovat mukavia jakolas-
kunkin kannalta ja kerroin 4 on mukava neliéjuuren laskemisen kannalta.

4-10%+210%=(4+2)10%=6-10% : 410%-210%=(4-2)10%=2.10%

Kertolaskun vaihdanta-
ja liitantalait .
(410%)-(210%) = (42)-(10210%)=810% 420
2.19%%

=2

J410% =410 =210 (silla (10"®)° =10%)

b) Tamakin kohta onnistuu useimmilla laskimilla ja kertoimet ovat jalleen mukavat
kasinlaskujenkin kannalta:

410%24210%°=(4102+2)10%=2.04-10"

4102-210°=(4102-2)10%=-1.96-10"%
(41072).(210°%)=(4-2)-(10°2.10%°)=810"% |, ——_=—10230=2.102

V4102 =\a. 102 =210
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c) Useimmat laskimet joutuvat tyytymaan tassa kohdassa likiarvovastaukseen
summaa ja erotusta laskiessaan, mutta se ei ainakaan kaytannon laskuissa hai-
tanne kuten seuraavista kasinlaskuista naemme.

21 nollaa

—_——t—
4.10%% +2.1023 =(4+2.10722).10%5 = 4.000---0002-10%5 ~ 4.104°

Taman vastauksen voisi kirjoittaa ilman vélivaiheitakin, koska summan termit ovat
aivan eri suuruusluokkaa: vaikka jalkimmainenkin termi on valtavan suuri, niin se
on kuitenkin mitattéman pieni edellisen termin rinnalla. Siksi summan arvo riippuu
kaytanndssa vain edellisesta termista.

21 yhdeksikkda
4.10%5 -2.102% =(4-2.10722).10%5 =3.999.--.999 8-10%° =~ 4.10*°

45
(4.10%%).(2.10%%) = (4.2).(10%% .10%%) = 8.10°8 4-10

V41045 =40.10% =20 -10%

6-1 022 , missa kerroin on karkeasti arvioitu

6.3246 -1 022, missé kerroin oli laskettavissa yksinkertaisella laskimella

d) Nyt luvut ovat niin suuria, etta tavalliset laskimet eivat niité kasittele. Kertoimet
ovat toisaalta niin helpot, etta kaikki laskut ovat paassalaskuja tdssa osiossa.

4-10'2%% +2.10'%37 = (0.004 +2)-10'2%7 = 2.004 102/

4-10'23% _2.10'%37 = (0.004-2)-10'%37 = —1.996 -10'2%7

(4.101234).(2.101237) = (4.2) (101234 .101237) _ g 10247
4.101234

S ———=2100%-0002 V410234 = J4.10'2%4 = 2105V
2-10 —

e) Nyt yksinkertaisesta nelilaskimestakin on apua erityisesti kolmen viimeisen lau-
sekkeen laskemisessa

4567-10'23% +1.111.1012%2 = (4567 +0.01111)-10'23% = 4.57811.10"23* < 457810234
4567-10'%3% —1.111.10'2%2 = (4.567-0.01111)-10"%3* = 4.55589.10"23* ~ 4.556-10"%3*

(4.567-10'%3%).(1.111.10'2%2) = (4.567-1.111)- (101234 .10"232) = 5,074 . 10466

Laskimella
Laskimella
ASRIATICT

4567101234 4567

1.111.10'2%2 1111
Laskimella

f_/%
\4567-10'234 = /4567 -4/101%%% ~2.137.10%17

10123471232 £ 4111102 = 411.1
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f) Osa seuraavista laskuista on ilmiselvid ja osassa voi hyddyntaa laskinta, vaikka
tavallisilla laskimilla laskuja ei voi kokonaan suorittaa.
4.567-10°*2 +1.111-10%*" = 4.567 - 10°**? silla jalkimmainen termi on

mitattdman pieni edelliseen termiin verrattuna.

4.567-10°*? -1.111-10**" = 4.567 - 10°**? silla jalkimmainen termi on

mitattdman pieni edelliseen termiin verrattuna.

(4.567-105%2).(1.111.10*2") = (4.567 -1.111) - (105*2 .10**?') = 5.074 . 10°7

Laskimella
Laskimella

—
4.567-10%% _4.567 10°%%2

= : ~4.111-10""
1.111.10%" 1111 10* ————

Laskimella

—
\V4.567-10°*%* =/4.567 -/10°** = 2.137-10%"°

10.1. (Yrjo) a) 123456 on jaollinen kahdella, koska viimeinen numero on parillinen.
b) 201003 on jaollinen kolmella, koska numeroiden summa 2+0+1+0+0+3=6 on
jaollinen kolmella.

c) 12345 on jaollinen viidella, koska viimeinen numero on 0 tai 5.

Kertausoppaan kirjoittajien yhteystiedot

Palautetta tasséa kertausoppaassa esiintyvista virheista, puutteista ja epasel-

vyyksista voi lahettad oppaan kirjoittajille sahkdpostilla osoitteilla
timo.ojala@samk.fi  ja timo.ranta@tut.fi .

Otamme Kkiitollisina vastaan myds kaikki ideat tAméan kertausoppaan kehittami-

seksi, jotta se voisi jatkossa paremmin auttaa opiskelijoita jatko-opintojensa
alkuvaiheessa.

Timo Ojala ja Timo Ranta
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